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1 Conjuntos Ordenados

1.1 Definicién y Ejemplos

Un conjunto parcialmente ordenado, o simplemente un orden parcial, es un
par (P, <) donde A es un conjunto no vacio y < es una relacién binaria
sobre P que verifica:

O1 (Reflexividad)
Para todo z € P, x < .

O2 (Antisimetria)
Si x<yy y<x,entonces r =y.

O3 (Transitividad)
Si <y y y<z,entonces x < z.

Si ademéas < wverifica:

*Estas notas han sido preparadas para un Cursillo dictado en la Primera Escuela de
Postgrado de Invierno, organizada por la Facultad de Matemética de la Pontificia Univer-

sidad Catdlica de Chile en julio de 1998.



O4 (Conexién)
Paratodoz,ye P, x <y 6 y <.

decimos que el orden es total o lineal o que P es totalmente ordenado.

Si no existe el peligro de confusion, hablaremos del conjunto ordenado
P en lugar de (P, <) y usaremos el mismo simbolo, < para la mayoria de
nuestros érdenes. Escribiremos a < b para abreviar a < by a # n. También
b > a serd sinonimo de a < b.

EJEMPLOS

1. Los conjuntos de nimeros N, Z, Q y R con su orden habitual, es decir,
magnitud, son conjuntos totalmente ordenados.

2. (N, |) donde la relacién de orden esta dada por
zly siysdlosi z dividea y,
es un orden.

3. El conjunto de los divisores de un entero positivo n, ordenados como
en el ejemplo anterior por la relacion de divisibilidad, es también un
orden.

4. Si X es un conjuntoy P C P(X), donde P(X) es el conjunto de todos
los subconjuntos de X, entonces (P, C) es un orden. Llamaremos a
estos ordenes de conjuntos.

5. Sobre Z x Z, €l conjunto de los pares ordenados de niimeros enteros, se
define el orden producto

(a,b) < (c,d) siysbélosi a<c y b<d.

6. El ejemplo anterior se puede generalizar a cualquir niimero de ordenes.
Si para cada i = 1,2...,n, (P;,<;) es un orden, entonces (P, x P, X
-+ x P,, <), donde

(a1,...,a,) < (by,...b,) siysolosi a; <;b paratodo i=1,... n,

es un orden.



7. El orden anterior es bastante natural para el conjunto Z x Z. Sin
embargo existen otras maneras de ordenarlo y que también resultan
“naturales”. Definamos

(a,b) < (c,d) siysélosi a<c obien a=c y b<d.

Denotamos este orden (Z ® Z, <) y lo llamamos el orden lexicogrdfico
sobre Z X Z.

8. Es claro que el orden lexicogréafico puede también extenderse a produc-
tos cartesianos de cualquier niimero de ordenes totales.

9. El conjunto ¥R de todas las funciones f : R — R se puede ordenar
como sigue:

f<g siysblosi f(z)<g(x) paratodo z€R.
Este es en realidad una generalizacion del orden producto.

10. Mas generalmente, dado un orden (P, <) y un conjunto cualquiera I (no
necesariamente ordenado), el conjunto !P = {f : I — P} ordenado
como en el ejemplo anterior es también un orden.

11. Si (P, <) es un orden, entonces (P, <*), donde
x<*y siysdlosi y<ux,

es también un orden, llamado el orden inverso de < , habitualmente
denotado P*.

12. Dado un orden (P, <), cualquier subconjunto Q C P ordenado por la
restriccion del orden de P a () es también un orden, llamado el orden
heredado. Decimos que () es un suborden de P .

Un elemento del orden P se dice minimal si no existe ningin elemento que
sea menor que ¢él. Similarmente, un elemento es maximal si no hay elementos
mayores que él.

Es importante no confundir elementos minimales (maximales) con el minimo
(méximo) elemento de P.



Ejemplos

1. Consideramos el orden (P(X) — {0}, C). Este orden no tiene minimo,
sin embargo todo singleton {x}, con z € X, es un elemento minimal.
Obviamente X es el maximo.

2. Si X es un conjunto infinito y Py(X) es el conjunto de los subconjuntos
finitos de X, entonces (Py(X), <) no tiene elementos maximales. En
este caso () es el unico elemento minimal y por ende es el menor
elemento.

Diremos que b cubrea a , en simbolos a < b, si a < by no existe otro
elemento entre ellos, i.e. no existe ¢ # a, b, tal que a < c <b.
Una cadena dentro del orden P es un subconjunto totalmente ordenado.

1.2 Diagramas de Hasse

Es habitual representar graficamente ciertos érdenes usando los llamados
diagramas de Hasse. Para ello, cada elemento o “punto” del orden se re-
presenta por un pequeno circulo o de tal manera que si a < b, el circulo
que representa a a se ubica mas abajo que aquel que representa a b y
cuando b cubre a a , se unen ambos circulos con una recta. En el caso
de érdenes finitos no muy complejos, se puede hacer un diagrama completo,
pero el método es ilustrativo incluso para érdenes infinitos. Ver la Figura 1.



1.3 Isomorfismos

Una funcién ¢ : P, — P, de un orden (Pj, <q) en (P, <5) se dice isdtona
(o creciente) si se verifica:

<1y = o) <5 py).

Una funcién biyectiva ¢ : P, — P, de un orden (P, <;) en (P, <) es
un isomorfismo de orden si se verifica:

r<;y siysélosi p(x) <2 p(y).

Decimos también que los érdenes P, y P son isomorfos. Obsérvese que
por tratarse de una biyeccién (inyectiva), la definicién implica que

r <3y siysélosi ¢(x) <s@(y).

También es inmediato de la definicién que si ¢ es un isomorfismo,
ot Py — P; también lo es.

Es interesante observar que una biyeccién isétona no tiene por qué ser un
isomorfismo de orden, como lo demuestra la funciéon indicada en la Figura
siguiente.

Figura 2. Una biyeccién is6tona.



Ejemplo

El conjunto P de los enteros positivos pares con el orden heredado es
isomorfo con N. Basta definir

p:N — P

n —— 2n.

No es tan directo demostrar que no existe un isomorfismo entre N y
Z. Para verlo, supongamos que si existe. Entonces consideramos ¢(0) y
©(0) — 1 € Z. Como ¢ es biyectiva (sobreyectiva), debe existir un entero
positivo n tan que ¢(n) = ¢(0) — 1. Entonces p(n) < ¢(0), luego por la
definicién de isomorfismo n < 0, lo que es una contradiccion, por lo tanto no
puede existir tal isomorfismo.

Este ejemplo ilustra el significado de que dos érdenes sean isomorfos:
ambos deben tener las mismas propiedades de orden. En nuestro ejemplo,
N tiene un menor elemento y Z no lo tiene, luego no pueden ser isomorfos.
Por supuesto esta es una afirmacién extremadamente vaga ya que no hemos
dicho qué es una “propiedad” de orden. El siguiente teorema nos da una idea
de lo que queremos decir y resulta muy util para demostrar que dos 6rdenes
NO son isomorfos.

Teorema 1. Un isomorfismo de orden preserva minimo, maximo, elementos
minimales y mazimales. Mds precisamente, si ¢ es un isomorfismo y a es
minimo, mdximo, minimal o mazimal, entonces también lo es p(a).

Mads atin, ¢ preserva los cubrimientos, i.e. a < b siy sélo si p(a) < ¢(b).

Un ejemplo importante de ordenes isomorfos es el siguiente. Dado un
conjunto X, consideremos el conjunto ordenado X2 de todas las funciones de
X en 2 ={0,1}, que estd ordenado por 0 < 1.

Teorema 2. Sea X un conjunto. Entonces (P(X),C) es isomorfo con
(*2,<).

Demostracion. Dado A € P(X) definimos su funcion caracteristica como
sigue:

ca: X — 2,
ealz) = 1 sizeAd
AYT10 sizg A
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Entonces

p:P(X) — X2

A — ¢y

es un isomorfismo.
Para ver que ¢ es una biyeccion basta verificar que

A=DB siysélosi cy=cp,

es decir c4(z) = cp(x) para todo = € X.

SiAC Byca(z) =1, entonces x € A, luego x € B, y entonces cg(z) = 1,
por lo tanto ca(z) < cp(x). Es claro que si ca(z) = 0 entonces también
ca(z) < ep(x), luego para todo z € X, ca(x) < cp(x), o sea, por definicién,
ca < cp.

Alainversa, sica <cpyx € A, ca(z) =1, luego cg(z) =1, 0seaz € B,
vale decir A C B. Esto completa la demostracién de que

ACB siysolosi cy <cp,
y por lo tanto ¢ es un isomorfismo. [

Teorema 3. Todo orden es isomorfo con un orden de conjuntos.

Demostracion. Sea (P, <) un orden. Para cada a € P, definimos Z(a) =
{z : 2 < a}. Entonces si Q = {Z(a) : a € P}, (Q,<) es un suborden de
P(P) isomorfo con P . En efecto, definimos

IT:P — @

a — I(a)

Entonces, si a < b,y x € Z(a), x <b y por lo tanto Z(a) C Z(b).
Reciprocamente, si Z(a) C Z(b), como a € Z(a), a € Z(b) y por lo tanto
a <b.
Por otra parte, debido a la antisimetria, Z es inyectiva. La sobreyectivi-
dad es inmediata de la definicion de Q. m



1.4 Buenos Ordenes

Decimos que (P, <) es un buen orden (o que P estd bien ordenado) si todo
subconjunto no vacio de P contiene un menor elemento.

El ejemplo clasico de buen orden es el conjunto N de los enteros positivos.
Por su parte, Z no estéd bien ordenado asi como tampoco el intervalo [0, 1] de
los nimeros reales con el orden heredado. En el primer caso el subconjunto
Z mismo no tiene menor elemento, en el segundo, el intervalo semi—abierto
(v obviamente no vacio) (3, 1] no contiene su menor elemento.

Es facil ver que un conjunto bien ordenado tiene que ser un orden total.

El siguente teorema se puede demostrar en la teoria de conjuntos y es

equivalente al axioma de eleccién.

Teorema 4. (de Zermelo)
Todo conjunto puede bien ordenarse.

El siguiente teorema es también equivalente al axioma de eleccion y juega
un papel muy importante para resolver problemas mas sofisticados en teoria
de ordenes infinitos.

Teorema 5. (Lema de Zorn)
St P es un orden tal que toda cadena tiene una cota superior, entonces
P tiene un elemento maximal.

En todas las ramas de la matematica hay importantes aplicaciones del
lema de Zorn. Por ejemplo:

1. Todo espacio vectorial tiene una base.
2. La union enumerable de conjuntos enumerables es enumerable.

Existe un conjunto de ntimeros reales que no es Lebesgue-medible.

i

El producto de espacios compactos es compacto.
Todo anillo con unidad tiene un ideal maximal.

Todo orden parcial puede extenderse a un orden total.
El teorema de Hahn-Banach.

El teorema de completud para la 16gica de primer orden.

e » N o o

Toda algebra de Boole es isomorfa a un campo de conjuntos.



1.5 Ejercicios

2

1.

.Cudntos ordenes parciales existen sobre {a,b}? (Sobre {a,b,c}?
iSobre {a,b,c,d}? Haga los diagramas correspondientes.

Diga cudles de los 6rdenes del ejercicio anterior son isomorfos.

Dé los detalles de la definicion del orden lexicografico de los érdenes

<A17 §1>7 cety <An7 §n>

Demuestre que si P; y P, son érdenes con al menos dos elementos cada
uno, entonces P; X P, no es un orden total.

Demuestre que si Py y P, son ordenes totales, P; ® P, también lo es.
Demuestre que un conjunto bien ordenado es un orden total.

Use el buen orden de N para demostrar el principio de inducién. (De
hecho ambas propiedades son equivalentes).

Reticulos

Un elemento b es una cota superior de A C P si para todo a € A, a < b.
Similarmente, ¢ es una cota inferior de A si para todo a € A, ¢ < a.
Decimos que (P, <) es un orden reticulado o més simplemente un reticulo
si dados dos elementos cualesquiera a y b de P, siempre existen la menor
de las cotas superiores de {a,b}, llamada el supremo de a y b, denotado
a Vb y también la mayor de las cotas inferiores de {a, b}, llamada el infimo
de a y b, denotado a AD. De los érdenes que aparecen en la Figura 1,
todos excepto (e) son reticulos.

Teorema 6. Sea (P, <) un orden reticulado. Entonces se verifican las si-
guientes identidades:

R1 (Idempotencia)

T ANr =



R2 (Conmutatividad)

zVy = yVz
TNy = YAz

R3 (Asociatividad)

R4 (Absorcion)

= &8
>

Teorema 7.

r<y siysolosi ztNVy=y siysolosi rANy=z.

Se puede dar una definicién algo mas abstracta de reticulo que tiene la
ventaja de que nos permite utilizar las herramientas tedricas del Algebra
Universal. En este contexto, un reticulo es un dlgebra (L,V,A), donde L es
un conjunto no vacioy V , A son operaciones binarias sobre L que verifican
las identidades R1-R4 del teorema anterior.

Podemos entonces entender los reticulos de dos maneras: como érdenes
que tienen supremos e infimos y como &lgebras con dos operaciones que
verifican ciertas propiedades. Estas perspectivas son complementarias.

La transicion de una a la otra es muy intuitiva. Dado un orden reticulado
(P, <), definimos el reticulo (P, V,A) de la manera obvia: aVb y aAb
son respectivamente el supremo y el infimo de {a, b}.

Por su parte, si (L, V, A) es un reticulo, podemos recuperar el orden sobre
L mediante

r<y siysblosi zVy=y siysolosi zAy=u=z.

10



EJEMPLOS

1. Todo orden total es un reticulo con operaciones:

aVb = méiximo{a,b}

aANb = minimo{a,b}

2. (N,|) vy el conjunto de todos los divisores de un cierto entero positivo
n ordenados por divisibilidad son reticulos. Aqui

aVb = mcmda,b}
aANb = M.C.D.{a,b}

3. El conjunto {1,2,...,10} ordenado por divisibilidad no es un reticulo.
En efecto, por ejemplo, no existe el supremo de 2 y 7. Obsérvese que
si existen los infimos de cualquier par de elementos.

4. Para cualquier conjunto X | el orden (P(X),C) es un reticulo con
operaciones

aVb = aUb
aANb = anbd

Este se llama un reticulo de conjuntos o un anillo de conjuntos.

Un subreticulo del reticulo L es un subconjunto no vacio K de L que
es cerrado bajo las operaciones V y A de tal manera que (K,V,A) esa
su vez un reticulo. Debe notarse que K debe estar dotado de la restriccion
de las operaciones de L a K . Ver ejemplo de la Figura 3 (a), en donde los
puntos obscuros no forman un subreticulo porque los supremos no coinciden.

na funcién ¢ : Ly — Lo es un homomorfismo del reticulo L; en Lo
Una f L L h del reticulo L L
si preserva las operaciones, es decir, si para todo a, b € L, se verifica:

plaVvd) = ¢la)V o)
plaNb) = @(a)Ap(b)

Notese que las operaciones V y A que aparecen en el lado izquierdo son las
de L; y las que aparecen en el lado derecho son las de L, . Dos reticulos
son isomorfos si existe un homomorfismo biyectivo entre ellos.

11



Cualquier funcién que preserve una de las dos operaciones es isétona, por
ejemplo, si ¢ preserva infimos y x < y, se tiene que x Ay = x, luego

o(x) No(y) = ol ANy) = (o),

y por lo tanto ¢(z) < ¢(y), luego ¢ es isétona.

Figura 3. Algunos ejemplos ilustrativos.

Debe observarse que hay una diferencia entre homomorfismos y funciones
isétonas como lo ilustran los ejemplos de la Figura 3. En (b) no se preserva
ninguna operacién. En (c) se preservan infimos pero no supremos. In-
virtiendo el diagrama, se preservan sélo supremos. Por ltimo (d) es una
biyeccién isétona que no preserva ni infimos ni supremos.

Esta situacién algo molesta no se presenta en el caso de isomorfismos de
orden.

Teorema 8. Dos reticulos son isomorfos si y solo si son isomorfos como
ordenes.

Demostracion. Sea ¢ un isomorfismo del reticulo (L, V,A) en otro reticulo.
Como ¢ es una biyeccién isétona, falta verificar que su inversa ¢! también
elo es.

Supongamos que ¢(x) < (y). Entonces p(x) = p(z) Ap(y) = p(aAy)
y como ¢ es inyectiva, obtenemos = < y.

Reciprocamente, sea ¢ un isomorfismo de érdenes. Como ¢ es isétona,
o(x Ay) es una cota inferior de (z) y de ¢(y) . Supongamos que b es
otra cota inferior. Como ¢ es sobreyectiva, existe a € L tal que ¢(a) =10,
luego

pla) <plx) v la) < oy),

12



y como gp’l es isotona, tenemos
a<z y a<y,

osea, a < x Ay yporlotanto b = ¢(a) < ¢(x Avy), por lo tanto
o(x Ay) esla mayor de las cotas inferiores de ¢(z) y de ¢(y) , o sea,

p(r Ny) = (@) A p(y). O

Ejemplo

Consideremos los reticulos (N m.c.om., M.C.D.) , donde N es el
conjunto de los enteros positivos libres de cuadrados, y (Py(A),U,N) , donde
A es un conjunto infinito enumerable. Estos reticulos son isomorfos.

Es facil ver que si A y B son dos conjuntos infinitos enumerables,
Po(A) v Po(B) (y también P(A) y P(B) ) son isomorfos, luego podemos
pensar que A es el conjunto de los nimeros primos. Definimos

o : N — Py(A)
n — {pe€A:pn}

La funcién es un isomorfismo de érdenes, luego también es un isomorfismo
de los reticulos.

Dados reticulos Ly,..., L, , su producto directo es el reticulo cuyo uni-
verso es el producto cartesiano L; X ..., X, L, y cuyas operaciones estan
definidas por coordenadas, es decir

(al,...,an)\/(bl,...,bn) = (al\/bl,...,an\/bn)
(al,...,an)/\(bl,...,bn) = (al/\bl,...,an/\bn)

La definicién anterior puede extenderse de una manera mas o menos obvia
al producto directo de una familia infinita de reticulos.

Teorema 9. La clase R de todos los reticulos es cerrada bajo subreticulos,
productos directos (incluso infinitos) e imdgenes homomorfas.

13



2.1 Reticulos Modulares y Distributivos

Un reticulo se dice distributivo si satisface una (y como veremos, ambas) de
las identidades siguientes:

ANyVvz) = (zAy)V(zAz) (1)
zV(yAnz) = (xVy A(zV=2) (2)

Todos los reticulos de la subseccion anterior son distributivos.
Los reticulos de la Figura 4 no son distributivos. Como veremos mas
adelante, estos son paradigmaticos.

Figura 4. Reticulos no distributivos

Teorema 10. En un reticulo se satisface la identidad (1) si y solo si se
satisface la identidad (2).

Demostracion. Supongamos que (1) es valida.

zV(yANz) = (xV(zAz)V(yAz) R4
=aV({(xANz)V(yAz)) R3
=zV((zAx)V(2AY)) R2
=zV(zA(zVy)) (1)
=zV((zVy Az) R2
= (zA(zVy)V((xVy) A=z) R4
= ((evy ANz)V((zVy)Az) R2
= (zVy) Az V2) (1)

luego (2) también es vélida. La demostracién en el otro sentido es similar. [
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Debe observarse también que en todo reticulo se cumple

Ay V z)
zV (yAz)

ANY)V (T A=2)
(xVy) A(zV2)

IN IV

luego so6lo la “mitad” de las identidades (1) y (2) son interesantes.

Un reticulo se dice modular si satisface:

Si x <y, entonces xV(yAz)=yA(xVz).

Observamos en primer lugar que en todo reticulo, si z <y, zV (yAz) <
yA(xVz2).

Teorema 11. Todo reticulo distributivo es modular.

Los teoremas siguientes nos dan una sorprendente caracterizacion de la
modularidad y de la distributividad.

Teorema 12. (Dedekind)
L es modular si y solo st no contiene un subreticulo isomorfo con N

(Figura 4).

Demostracion. Es claro que si N; es un subreticulo de L , éste no es
modular.

Supongamos ahora que L no es modular. Por la observaciéon después
de la definicién de modularidad, esto significa que existen elementos a , b
y ¢ tales que a <b pero aV (bAc)>bA(aVc).

Entonces el reticulo de la Figura 5 es un subreticulo de L .

aVec
)
bA(aVe) o
o c
aV(bAc) o
O
bAc
Figura 5.
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Debemos entonces verificar que los infimos y supremos que aparecen en la
Figura 5 son correctos. Lo que es inmediato es

bAc<aV(bAc)<bA(aVe)<aVe,

o sea, el orden es correcto. Verificaremos algunos y los otros se dejaran como
ejercicio.
bA(aVe)Ae=bA[(aVe)ANe] =bAc,

por R3, R2 y R4. Similarmente
[aV(bAc)Ve=aV[(bAc)Vc]=aVe.
[

Teorema 13. (Birkhoff)
L es distributivo st y solo si no contiene un subreticulo isomorfo con Ny
o con Ms (Figura 4).

Demostracion. Si L contiene un subreticulo isomorfo con N5 o con Mj ,
es claro que no puede ser distributivo.

Reciprocamente, supongamos que L no es distributivo y que no contiene
a N; como subreticulo. Por el teorema anterior podemos suponer que L
es modular.

Debera existir elementos a, b y ¢ tales que (aAb)V(aAc) <aA(bVe).
Construiremos con ellos un reticulo isomorfo con M; . Sean

d = (anNb)V(bAc)V(cAa)
e = (aVb)AN(bVe)A(eVa)
ap = (ane)Vd
b1 (bAe)Vvd
g = (che)Vvd

Facilmente vemos que d < aq,b1,¢c1 <e.
Debemos verificar que los infimos y supremos son los indicados en la
Figura 6.

16



Figura 6.

Es facil ver que d < aq,by,c1 <e.
Ademas por R4,

aNe=aA(bVc)
Aplicando la ley modular Mod. a los términos subrayados:

aNd = aN((aANb)V(anc)V(bAc)) Mod. :
= (and)V(bAc)V(an(bAc))  R4:
= (anb)V (bAc)

de esta identidad, de la hipétesis y de (x) se sigue que d < e.
Verifiquemos por ultimo una de las operaciones.

a; A by ((ane)vd)A((bAe)Vd ) Mod. :
= [(ane)A((bAe)Vd)]Vd Mod. :
= [(ane /\((bvd)/\e)]\/d R2 :
= [(ane)NeV (bVd)]Vd R4
= [(a/\e (bvd)vd (%) :
= [(an((bVec)AN(DV(aNnc))Vd Mod. :
= [(an(bV((bVe)A(aNc))Vd aNc<bVec:
= (aN(bV (aNc)))Vd Mod. :
= (a c)V(bAa)Vd

17



2.2 Un Teorema de Representacion

Un ideal de un reticulo L es un subconjunto no vacio Z tal que:
I1 Si x<yy y€eZ, entonces z €.
12 Si z,y€Z, entonces =z VyeZL.

Estrechamente relacionda con la nocién anterior decimos que un subcon-
junto no vacio F de L es un filtro si

F1Si x>y y yeZ, entonces x € 7.
F2 Si x,y €Z, entonces x Ay € 1.
Un ideal se dice primo si
IP1 7T # L.
IP2 Si xANy€eZ,entonces r€Z 6 v €.

También podemos definir filtro primo (o wltrafiltro como es mas habitual) de
la manera obvia.

Lema 1. Si X C L es no vacio, entonces existe el menor ideal que contiene
a X. Lo llamamos el ideal generado por X.

Demostracion. Basta observar que la interseccion de todos los ideales que
contienen a X es también un ideal que contiene a X. Il

Lema 2. SiZ es un ideal de L y a € L entonces el ideal Z(a) generado por
ZU{a} es
Z(a) ={z:x<aVy para algin y eI}

Demostracion. Ejercicio O]

El siguiente es uno de los teoremas mas importantes dentro de la teoria
de reticulos.

Teorema 14. del Ideal Primo Sean L un reticulo distributivo, Z un ideal
y F un filtro de L tales que ZNF = (). Entonces existe un ideal primo J tal
queI CT yINF=0.
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Demostracion. Esta es una aplicacién del Lema de Zorn (5). Sea P el con-
junto de todos los ideales de L que contienen a Z y que son disjuntos de F.
(P,C) es un conjunto oredenado. Es facil verificar que si C' es una cadena
de elementos de P, entonces |JC € P es una cota superior de la cadena.

Por el Lema de Zorn, P contiene un elemento maximal 7, el que por
definicién es un ideal de L que verifica Z C J y J NF = (. Debemos ver
que J es primo.

Como F #0, J # L.

Supongamos que existen elementos a, b € L tales que a Ab € J pero
a¢J y b¢ J . Sean J(a)y J(b) los ideales generados por J U {a} y
J U {b} , respectivamente.

Por la maximalidad de J, J(a)NF #0 y T(a)NF #(.

Usando el Lema 2 tomamos elementos ¢, d € J tales que aVe, bVd e F.
Como éste es un filtro, (aVe)A(bVd) € F. Pero entonces por distributividad,
(aVe)AN(bVd)=(aNb)V(aANd)V(cAb)V(cAd)e T, loque contradice
el que F y J son disjuntos. O]

Teorema 15. Todo reticulo distributivo es isomorfo con un reticulo de con-
Juntos.

Demostracion. Sea L un reticulo distributivo. Para cada x € L definimos
T={Z : T esideal primode L y x¢T}.

Z mno es vacio por el Teorema del Ideal Primo.
Veremos que para todo z, y € L,

TUg TV,
TNy = zAy.

En efecto, si Z es primo

TexUy ssi ZTe€x 6 T€y ssi a¢Z 6 y¢Z ssi aVye¢Z ssi TerVvy.
y similarmente

Teany ssi Te€Z y Tey ssi a¢Z y ydTl ssi ahydl ssi TexAy.

Por lo tanto L = {Z: 2 € L} es un reticulo de conjuntos. Sélo tenemos
que verificar que la funcién

p: L —

8] ™

xr
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es un isomorfismo. Supongamos que = <y yque Z € T, osea z ¢ Z.
Entonces, si y € Z, por 11, = € Z, lo que es una contradiccién, luego y ¢ Z,
o sea, Z € ¥, con lo que probamos = C 7.

Por otra parte, si x # y consideramos el ideal (y|] de los elementos
menores que y y el filtro [z) de los elementos mayores que x . Como
(y] N [x) = 0, por el Teorema del Ideal Primo, existe un ideal Z tal que
x¢ Ty yeZ. Equivalentemente, ZT€x y Z ¢ 7.

Esto demuestra que ¢ es un isomorfismo. O]

2.3 Ejercicios

1. Si G es un grupo, entonces S(G) y N(G), respectivamente, el conjunto
de todos los subgrupos de GG y el conjunto de todos los subgrupos
normales de G ordenados por C son reticulos. ;Cémo se definen las
operaciones? Verifique si en general ellos sondistributivos o modulares.

2. Demuestre el teorema 9, es decir, que la clase R de todos los reticulos
es cerrada bajo subreticulos, productos directos e imagenes homomor-
fas.

3. Haga lo mismo para la clase D de todos los reticulos distributivos.

4. Demuestre los dos lemas de la iltima seccién.
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