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0 Introducciéon

Los cursos universitarios de matematica suelen comenzar con una unidad de
Légica, habitualmente dentro de un curso denominado Introduccion al Alge-
bra o algo similar. En esta unidad se estudia una suerte de traduccion entre
el castellano y un idioma, que algunos llaman lenguaje matemdtico, que con-
tiene simbolos como —,V, A, — u otros. Enseguida se introduce las llamadas
tablas de verdad, se aprende a manipularlas, se define conceptos como tau-
tologia y contradiccion, con suerte se explica los conceptos de consecuencia
logica o de consistencia. Luego se hace un desarrollo, que podriamos llamar
axiomatico, en el que a partir de unas pocas tautologias y unas reglas que
nos permiten reemplazar ciertos pedazos de una oracién por otras expresiones
que son equivalentes, podemos pasar de unas tautologias a otras. Todo lo
anterior se llama Ldgica Proposicional. Por tltimo, se amplia el idioma y
se introducen variables, predicados, cuantificadores, etc., se extiende la tra-
duccion a estos y se hace algunas manipulaciones parecidas a las anteriores.
A esto se llama [dgica de predicados o logica de primer orden. Esto com-
pleta la unidad. La verdad es que salvo por el uso de los simbolos como una
suerte de taquigrafia que nos permite ahorrar unas pocas palabras, rara vez
se establece una coneccién entre esta “logica” y el resto de las materias.

*Estas Notas han sido preparadas para un curso dictado en la Universidad Nacional
de Colombia en diciembre de 2003. Ellas son una versién corregida de cursos similares
dictados en la Universidad Nacional de La Plata, Republica Argentina, en noviembre de
1999, con el patrocinio de FOMEC, y en las XIV Jornadas de Matemaética de la Zona Sur,
Lican Ray, Chile, en abril de 2000.



Con todo, las personas més atentas no pueden dejar de percibir ciertas ana-
logias entre esta manipulacién simbdlica y las operaciones aritméticas. Por
ejemplo, reemplazando los simbolos adecuadamente, vemos que

pPANqg < qAp
ANB = BNA

r-y = Yy,

pA(@Vr) < (pAgQV(pAT)
AU(BNC) = (AUB)N(AUC)
r-(y+z) = (v-y)+(z-2),

son instancias de reglas muy similares, las que bien podemos llamar conmu-
tatividad y distributividad, respectivamente.

Por supuesto, haciendo el mismo reemplazo, hay otras propiedades que no
se cumplen, por ejemplo, mientras pV p <= p es una tautologia, la identidad
asociada con ella, a saber, x + x = = se cumple sélo si = = 0.

Podemos asi pensar que esta relacion entre oraciones tautolégicamente equi-
valentes e identidades aritméticas genera un algebra diferente, que comparte
algunas propiedades con aquella de los niimeros enteros, pero que difiere en
otras. ;Qué estructura tiene esta algebra? ;Se le puede asociar una clase de
algebras abstractas similar a los anillos, grupos, etc.? Estas son algunas de
las motivaciones iniciales de la logica algebraica.

Existe una retroalimentacion entre la légica y la matematica. Aunque lamenta-
blemente nuestro curso introductorio de élgebra no lo puso de manifiesto,
cuando demostramos un teorema estamos usando esas mismas reglas logicas
que aprendimos fuera de contexto. Por su parte, las analogias senaladas
antes nos inducen a pensar que hay métodos matematicos que pueden ser
aplicados a la logica.

Antes de proseguir y dado que lo que aprendimos, si no erréneo, es muy
insuficiente, debemos ponernos de acuerdo en un punto. ;Qué es la légica?



0.1 Ldgica

Cuando deseamos establecer una verdad, cuando queremos convencer a al-
guien de que nuestra posicion o ideas son las correctas, recurrimos a un
razonamiento o bien presentamos evidencia que respalda nuestras opiniones.
Este razonamiento o evidencia presentada con el propdsito de demostrar algo
es un argumento.

Un argumento es un conjunto de una o mas oraciones. La ultima de ellas se
denomina conclusion, las anteriores se llaman premisas.

Intuitivamente, las premisas son la evidencia o razones que nos deben con-
vencer de la veracidad de la conclusion. El argumento es la concatenacion
de las primeras con la dltima. El argumento podria no tener premisas.

., Qué caracteriza a un “buen” argumento? No se trata aqui de definir argu-
mentos convincentes en el sentido de la retdrica, sino aquellos que garanticen
el minimo exigible, que no se saque conclusiones falsas a partir de premisas
verdaderas.

Un argumento es correcto si en toda situacion en la que sus premisas son ver-
daderas, su conclusion también debe serlo. En otras palabras, un argumento
no puede producir una conclusion falsa a partir de premisas verdaderas.

La légica es el estudio de los argumentos correctos.

Ni las premisas ni la conclusion tienen que ser verdaderas para que el argu-
mento sea correcto. Es sélo que silas premisas son verdaderas, también debe
serlo la conclusién. Se puede por lo tanto tener conclusiones falsas usando
argumentos correctisimos.

Para una acabada discusién acerca de qué es un argumento correcto y su
distincién de un buen argumento, ver [11].

Ejemplos:

Todos los hombres son mortales.
1. Sécrates es hombre.
Luego Socrates es mortal.

Si Socrates es hombre, entonces Socrates es mortal.
2. Sécrates es hombre.
Luego Socrates es mortal.
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Algunos hombres son mortales.
3. Algunos mortales son mamiferos.
Luego algunos hombres son mamiferos.

Los ejemplos 1, 2 son argumentos correctos. La evidencia presentada por las
premisas no es suficiente para afirmar la conclusién del argumentos 3. De
hecho, basta reemplazar la palabra “mamifero” por “cuadripedo” y vemos
que con premisas igualmente verdaderas, la conclusion es falsa. Claro, el
argumento no es el mismo, pero obviamente tiene la misma forma.

0.2 Estructura Légica de los Argumentos

Intuitivamente, la correcciéon de un argumento depende mas de la forma en
que se relacionan las oraciones que los componen que del tema del que se esta
hablando de tal manera que si alguien no conoce el significado de una palabra,
igual debe poder determinar la correccién del argumento. Por ejemplo,

Si llueve, entonces todos se mojan.
4. Esta lloviendo.
Luego todos se mojan.

es el mismo argumento que 2. en el sentido de tener la misma forma o
estructura logica. Si aceptamos la correccién del primero, debemos aceptar
la del segundo, obsérvese sin embargo, que en este la conclusién es falsa.

De alguna manera, el contenido de lo que se dice mas bien oculta que esclarece
esta estructura. Por ejemplo, consideremos

Si ocurre que plin, entonces plum.
D. Es el caso que plin.
Luego plum.

Este es el mismo argumento que 2 y que 4 a pesar de que no sabemos sobre
qué se esta hablando. Demos un paso mas y usemos solo variables:

Si p entonces ¢

6. P
Luego q




El argumento 2, formalizado en 6, es conocido como Modus Ponens (M.P.).
La correccién de este argumento puede considerarse como la definicion de lo
que en logica clasica se entiende por implicacién. Si es cierto que una oracién
implica a otra y que la primera es verdadera, entonces la segunda también
debe serlo. Obsérvese que nada se dice si la primera oracién es falsa, no
interesa.

Por su parte, el argumento 1 se puede formalizar como

Todos los A son B.
7. cesun A.
Luego ¢ es un B.

Un simple razonamiento conjuntista usando diagramas de Venn nos con-
vencer de que se trata de un argumento correcto.

La introduccién de lenguajes méas y mas formales son una necesidad para
obtener el esqueleto del argumento. Representan distintos grados de ab-
straccién que nos permiten también eliminar las ambigiiedades de los lengua-
jes naturales.

Los argumentos 1 y 2 son correctos por motivos muy distintos. En el primero,
se habla de objetos de un cierto contexto o universo del discurso, con cier-
tas propiedades (ser hombre, ser mortal, ser flum y ser pran, todas ellas
simbolizadas por A(x) o por B(x)). La correccién del argumento se debe a
como estan relacionadas entre si los objetos y las propiedades de esos obje-
tos. En el segundo ejemplo, se relacionan oraciones por medio de conectivos
l6gicos, la correccion del argumento se debe a la particular estructura de los
conectivos que aparecen en esas oraciones y reflejan lo que entendemos por
ellos. Son la consecuencia directa de cémo los definimos y su significado esté
dado, o mas bien resumido, en las tablas de verdad.

Los primeros corresponden a la légica de predicados, los segundos a la légica
proposicional. En este curso nos concentraremos principalmente en la se-
gunda, el estudio de la estructura de conectivos de los argumentos.

0.3 Consecuencia Logica

La relacion que se establece entre las premisas ' = {¢1,p2,...} y la con-
clusiéon ¥ de un argumento correcto se denomina consecuencia légica v la
denotamos I" F . También decimos que 1 es consecuencia logica de T'.



0.4 La Légica y las Ldgicas

Hay argumentos que son correctos en un contexto pero no en otro?, en
otras palabras, ;jExiste una tnica légica o hay ldgicas alternativas? En un
sentido bastante trivial, hemos visto que hay argumentos como el Ejemplo
1, que es correcto en el contexto de la légica de predicados pero no lo es
dentro de la légica proposicional. En este caso, debemos contar con un
lenguaje que nos permita expresar la estructura del argumento y el lenguaje
del calculo proposicional clasico es insuficiente para ello. Podemos pensar
en otras logicas, obtenidas de la Légica Proposicional Clésica, ampliando el
lenguaje, no ya con cuantificadores y simbolos de predicado, etc., sino con
otros conectivos.

Un ejemplo bastante conocido es el de las [dgicas modales. Estas se ob-
tienen agregando a la logica clasica las llamadas modalidades, a saber, para
cada oracién ¢ podemos afirmar es necesario que @, y es posible que p, sim-
bolizados por Uy y por O, respectivamente. Es razonable pensar que
en esta logica, por ejemplo, Oy = ¢ debe ser un argumento correcto: si
suponemos que una oracién es necesariamente verdadera, entonces ella debe
ser verdadera. Podemos pensar en otros conectivos, los que en principio,
daran origen a otras légicas. Obsérvese que no es del todo claro que la légica
modal recién insinuada sea distinta de la Logica Proposicional Clésica, bien
podria ser que el nuevo conectivo se pudiera definir dentro del lenguaje de
la Légica Proposicional Clasica y luego probar sus propiedades dentro de esa
logica.

Las légicas asi obtenidas son extensiones mas o menos naturales de la Légica
Proposicional Clasica. Sin embargo hay otras cuyas diferencias con ésta
las convierten en logicas alternativas o no-estandar. Hay algunas que se
obtienen dando una interpretacion distinta de la usual a los conectivos. Por
ejemplo, el condicional ¢ — 1 tiene en la Loégica Proposicional Clasica una
interpretacion material, (todos los conectivos la tienen), es decir, su valor de
verdad depende funcionalmente de los valores de verdad de ¢ y de ¥, y no
de otras consideraciones. Esto es muy insatisfactorio fuera del contexto de
la matematica, por ejemplo, nos vemos obligados a aceptar que la oracion:
“Si 2 + 2 = 5, entonces el cielo es azul”, es verdadera, ya que su antecedente
es falso. El sentido comtun nos dirda que esta oracién no es ni verdadera ni
falsa, sino mas bien, un sinsentido. Han sido propuestas varias logicas en
las que, para afirmar el condicional, se exige no los meros valores de verdad



del antecedente y del consecuente, sino cierta relacién entre ellos. Algunas
de éstas reciben el nombre de logicas relevantes. Algo similar sucede con
distintas interpretaciones de la negacion.

Hay otras logicas en las que se cambia los posibles significados de las oraciones
ampliando el espectro de valores de verdad que éstas pueden tomar, es decir,
ademds de verdadero y falso, puede haber uno o mas valores “intermedios”,
o bien “indeterminados”. Esto da origen a logicas llamadas multi—valuadas

Sin intentar agotar la gama de posibles légicas distintas de la Légica Proposi-
cional Clasica, vemos que hay muchas alternativas. Esto nos indica que para
comprender la Légica se debe estudiar diversas logicas.

0.5 Logica Matematica

Determinar si I[' F ¢ es practicamente imposible: tendriamos que ser
capaces de verificar si la conclusion del argumento es verdadera en todas
las instancias (o interpretaciones posibles de las palabras que componen el
argumento) en las que las premisas son verdaderas.

Como dijimos en la introduccidn, el estudiante avispado nota que en sus es-
tudios de logica surge naturalmente una suerte de algebra, o manipulacion
simbdlica. Indicamos también como puede usarse los diagramas de Venn
para demostrar la correccién de cierto tipo de argumentos. Por otra parte,
hicimos notar que la relacién de consecuencia légica depende de la estructura
sintactica de las oraciones que componen un argumento y no de su signifi-
cado. Resulta natural entonces pensar que se puede estudiar este concepto
usando herramientas matematicas. La [dgica matemdtica no es un tipo de
légica como los mencionados més arriba, sino la disciplina que (entre otras
cosas) desarrolla modelos mateméticos del concepto de consecuencia légica,
cualquiera sea la logica involucrada.

Obviamente, no hay un unico camino para hacerlo. Nosotros usaremos
métodos conocidos como estilo Hilbert, los que, grosso modo, significan em-
plear el método axiomaético.

0.6 Logica Algebraica Abstracta

Incluso antes del nacimiento de la 16gica matematica, George Boole, a media-
dos del siglo XIX, propuso ciertas “reglas del pensamiento” que anticipaban
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lo que mas tarde se conoceria como Algebras de Boole. Boole hizo notar que
los conectivos logicos obedecen a leyes similares a las que rigen a los niimeros
y las operaciones algebraicas.

Durante el siglo XX muchos autores contribuyeron a profundizar estas ideas.
Probablemente los mas importantes son Lindenbaum y A. Tarski, quienes
introdujeron la idea de identificar las oraciones de la Logica Proposicional
Clasica que son légicamente equivalentes. Esta resulta ser una relacion de
equivalencia sobre el conjunto de todas las oraciones. Enseguida, dotaron a
las clases de equivalencia con operaciones adecuadas construyendo asi lo que
se llam6 un algebra de Boole.

Algunas de las légicas que se ha algebrizado de esta manera son la Légica
Proposicional Intuicionista, las Logicas Modales y la Légica de Primer Orden,
etc.

H. Rasiowa y R. Sikorski en [19], [20] generalizaron el método de Lindenbaum-—
Tarski a sistemas muy amplios pero que tienen ciertas restricciones impor-
tantes, por ejemplo, el lenguaje contiene un simbolo de implicacion que debe
satisfacer algunas propiedades. Ver mas adelante la Seccion 4.1.

En la década de los 80 W. Blok y D. Pigozzi decantaron en [1] el trabajo de
muchos investigadores del tema. Inspirados por esa influyente monografia, un
grupo de matematicos ha desarrollado el area que ha terminado llamandose
Légica Algebraica Abstracta en alusion a la generalidad con que se ha abor-
dado el tema. La exposicion de esta teoria general es el propdsito de este
curso.

Por tltimo, Paul Halmos en [13] nos hace notar que en matemética es fre-
cuente que se inicie un estudio con un cierto objetivo en mente, por ejem-
plo una aplicacién a la fisica, pero luego adquiere un interés puramente
matematico. La teoria se generaliza y entra en contacto con otras ramas
de la matematica y eventualmente se establece como una nueva area de es-
tudio. Esta nueva rama no pretende en general resolver los problemas que
le dieron origen. Algo de esto ha pasado con la logica algebraica, la que ha
desarrollado temas y problemas muy distintos de aquellos de la légica formal,
quien le diera origen.



1 Loégica Proposicional

Desarrollaremos aqui los conceptos basicos minimos de légica proposicional
necesarios para entrar en el tema. Algunos libros para introducirse y profun-
dizar en el tema son [5, 18, 19, 20, 23].

1.1 Légicas y Sistemas Deductivos

En esta seccion definiremos la relacién de derivabilidad T+ 1 entre con-
juntos de formulas y férmulas, que refleje las propiedades de la relacion de
consecuencia logica en el siguiente sentido:

e Debe ser una relacion sintactica, es decir, debe depender sélo de la
forma légica de las oraciones y no de su significado, esta condicion es
la que facilita la aplicacion de métodos matematicos.

e Debe ser correcta, es decir, si I' F 9, entonces I' F 1. No debe ser
posible demostrar cosas que no son consecuencia légica de la premisas.

e Debe ser completa, o sea, si I' F 1, entonces I' - 1. Esta es la
propiedad que andamos buscando, ser capaces de demostrar sintacti-
camente a partir de I', todas sus consecuencias légicas.

Como hicimos notar mas arriba, introducir un lenguaje formalizado es im-
prescindible para establecer la estructura légica de las oraciones y argumen-
tos. Es necesaria también para eliminar las ambiguedades de los lenguajes
naturales. Resulta también 1til para aplicarles herramientas matematicas.

Un lenguaje proposicional, o simplemente un lenguaje, es un conjunto £ de
simbolos llamados conectivos légicos. Cada conectivo esta asociado con un
nimero natural, su aridad (o rango). Estos definen el tipo de similaridad
del lenguaje, una funcién p : L — N, que en adelante subentenderemos sin
mayor mencién. Las constantes son consideradas conectivos de aridad cero.

El conjunto Fm, de las formulas de L se define recursivamente a partir
de los conectivos logicos y de un conjunto P = {p; : j € N} de variables
proposicionales aplicando un nimero finito de las reglas siguientes:

.ngmﬁ.



e Si we L esun conectivo n—arioy ¢1,...,p, € Fmg, entonces
w(p1, 2, .., pn) € Fmg.

Si w es un conectivo binario, usaremos la notaciéon habitual ¢ w @9, en lugar
de w(p1, p2).

Lema 1. Fm, es el conjunto mas pequeno que contiene a P y que es ce-
rrado bajo todos los conectivos logicos. Es decir, si consideramos los conec-
tivos como funciones © : Fmp" — Fmyg, donde n es la aridad de w, y

O(p1, 02, -+ 0n) = wW(P1, 02, -, Pn)-

Ejemplos:

1. El Célculo Proposicional Clasico (CPC), tiene por lenguaje los conectivos
L ={—,A,V,=}ysutipo de similaridad es (2,2,2,1). Las férmulas, ademés
de las variables proposicionales, son ¢1 — w2, ©1 A @2, 1 V @2 ¥ 1.

2. El lenguaje de las logicas modales agrega al anterior un conectivo unario
[, llamado operador de necesitacion de tal modo que si ¢ es una férmula,
Le también lo es.

Una funcién s : P — Fm, se puede extender recursivamente de manera
Unica a la funcién 5 : Fm, — Fm, como sigue:

5(@(p1s- - pn)) = p(s(p1), - 5(pn)) -

Dicha funcién la llamaremos substitucion y la denotaremos por la misma
letra s. Para cada I' C Fm, denotaremos s(I') al conjunto de férmulas

s(I) = {s(7) : v € T'}.

Una regla de inferencia sobre L es un par (I',¢), donde I' C Fmy, T' es
finitoy o € Fm, .

Diremos que 1 es directamente demostrable a partir de A por la regla (I, ),
si existe una substitucién s tal que s(¢) = ¢ y s(I') C A.

Un azioma es una regla de la forma (0,v). Cualquier sustitucién de un a-
xioma es directamente demostrable a partir de cualquier conjunto de férmulas
A. Cada sustitucién serda una instancia del axioma. Una formula tal que
ks ¢ esun teorema de S y lo denotamos simplemente s ¢
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Un sistema deductivo S sobre L, estd determinado por un conjunto de a-
xiomas y de reglas de inferencia. Entenderemos a & como un par (L, Fg)
donde Fg es una relacion entre conjuntos de férmulas y formulas definida
de la manera siguiente:

A Fs 1 siy sdlo si existe una sucesién finita (p1, @9, ..., ¢,) de férmulas
de Fmyg, tal que ¢, = ¥ y para todo ¢ < n, se cumple alguna de las
condiciones siguientes:

e (; es una instancia de un axioma.
e p, EA

e para ciertos i1,1s,...,%; todos menores que 7, ; es directamente de-
mostrable a partir de {¢;,, ..., ¢, }

Esta sucesion se llama una demostracion de ¢ a partir de I
Ejemplos:

1. El Célculo Proposicional Clasico (Versién 1).

Axiomas:
Al p —(q—0p)
A2 = a—= (= —r)=p—r)
A3 (pAg) —p,
Ad (pAq) =g,
A5 p—(a— (pA4)),
A6 p—(pVa),
AT q— (pVa),
A8 (p—2)—=((g—2) = ((pVae —2),
A9 (=p — —q) = (¢ — p).

Regla: Modus Ponens
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MP p—q,p Fcpc q.

2. El Caélculo Proposicional Clasico (Versién 2). El lenguaje £ = {—, —}.

Axiomas:
Al p—(a—p)
A2 P —=a—=((p—=0Gq—=r)=0@—r)
A3 (p——q—(¢—p)

Regla: Modus Ponens

Ejemplo. Demostrar Focpe p — p.

pr=p — (p —p), (A1),
pa=p —(p—p) — (= ((p—p)—p) = —Dp), (A2),
p3=(@—(p—p) —p) — @—0p), (MP),
e1=p—((p—p) —p), (A1),
Y5 =p — D, (MP).

(p1, 2, 03,04, P5), €s una demostraciéon de p — p a partir del conjunto
vacio, o sea, es un teorema de CPC.

3. El sistema de 16gica modal Sy tiene el lenguaje de CPC (versién 1 o 2) y
el conectivo unario [l.
Axiomas:

A1l Todas las tautologias del CPC son axiomas.
A2 Ok — ¢ — [Op— Oq)
A3 Up — p,
A4 Op — OOp.
Reglas:
MP p—4q,pFss g,
N p s Op.
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4. Un sistema deductivo puede ser aun més abstracto. Consideremos el
lenguaje £ = {-, ! e} y sobre el definamos el sistema G .

Gl ((p-q)-7)-(p-(qg-7)7 T,
G2 (p-e)-p,

G3 (e-p)-p

G4 p-p
GbH pt.p.
Reglas:

R1 p-q g qpt,
R2  p-gltgptogt

R3 {p'q_l ; q'r_l} |_g p'r_la

Re {p-q',r-sT g (per)-(g-9)7,

R5 pFgp-e,

R6 p-et g p.

En los dos primeros ejemplos, los sistemas deductivos estan asociados a la
Légica Proposicional Clésica, en el sentido de que ambos son sistemas co-
rrectos y completos:

'kEp siysdlosi Ik .
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La diferencia entre ambos es el lenguaje, sin embargo, si al primer sistema
se agregan las definiciones:

pVqg = p—gq
pAq = =(p— —q),
en él se puede probar todos los axiomas correspondientes del segundo sistema.

La demostracion de la completud de los sistemas CPC se puede encontrar en
5, 18].

En el caso del sistema de légica modal Sy de Lewis, no hemos desarrollado
una semantica con respecto a la cual el sistema sea completo, sin embargo
ésta existe y se puede estudiar, por ejemplo, en [16].

La pregunta obvia aqui es ;A qué légica corresponde el sistema deductivo
del cuarto ejemplo?

Lema 2. Si S = (L,Fs) es un sistema deductivo, entonces A Fs 1 si y
solo si v pertenece al conjunto mds pequeno de formulas que contiene a A,
a todas las substituciones de los ariomas y es cerrado bajo pruebas directas.

La relaciéon Fg, llamada relacion de consecuencia de S, satisface:

Lema 3. ([1], pag. 5) Si S = (L,s) es un sistema deductivo, entonces
para todo U' ;A C Fmyp y @, € Fmy se tiene:

1. A Fs ¢, para todo p € A.
2. SiAFs vyACT, entoncesI' Fs 1.
3. S1AFs vyl Fs o, para todo p € A, entonces I' Fg 1.

4. 8i A Fs 1, entonces existe ' C A finito tal que I' Fs . Diremos
que S es finitario.

5. St A Fs 1, entonces s(A) Fs s(y), para toda substitucion s. Dire-
mos que S es estructural

Cualquier relacién que satisfaga 1-5 es la relacion de consecuencia de algin
sistema deductivo. Podemos asi definir un sistema deductivo como un par
S = (L,ks), donde ks es una relacién entre conjuntos de férmulas y
formulas que verifica 1-5. Nétese que esta definicién no hace alusiéon alguna
a reglas de inferencia ni a axiomas.

14



2 Algebra Universal

El Algebra Universal es la rama del algebra que estudia propiedades comunes
a distintos tipos de dlgebras. En esta seccién veremos algunos conceptos
elementales que son necesarios para el desarrollo posterior. Para un estudio
més profundos, se puede consultar [4, 17|

2.1 Algebras

Dado un lenguaje £ = {w;,ws,...,wy}, una L—dlgebra es una estructura
A = (A;wA ™) w,A), donde A es un conjunto no vacio llamado el
universo de A y para cada i € {1,...,n}, w;® es una operacién sobre A

de la misma aridad que w;, i.e. una funcién w;®* : A" — A, donde n es la
aridad de w;. Para toda esta seccién se puede consultar el excelente libro [4].

Obsérvese que mientras w; es un simbolo lingiifstico, su asociada w;* es una

funciéon con un dominio y un rango bien determinados. Sin embargo, para
aliviar la notacién, generalmente omitimos el superindice A, si se subentiende
el algebra de la que se esta hablando y no hay riesgo de confusién.

Ejemplos:

1. El conjunto de los nimeros enteros Z con sus operaciones habituales es
un algebra. Mdas generalmente, cualquier anillo es un algebra.

2. El grupo &,, = (S,,,0,7!, Id) de todas las permutaciones de un conjunto
de n elementos. La operacién binaria o es la composicién de funciones y
la constante Id es la funcion identidad. Obviamente, cualquier grupo es un
algebra.

3. En general, la mayoria de las estructuras estudiadas en un curso de
Algebra Abstracta son algebras. Una excepcién son los cuerpos: en ellos el
inverso multiplicativo no es una operacion ya que no esta definida para 0.
Llamamos a este tipo de estructura dlgebras parciales y su teoria es mucho
méas compleja que la de las dlgebras.

4. Definimos 2 = ({0, 1}; VA), donde V, A son las operaciones binarias:

rxVy = max{z,y}
x Ay := min{x,y}.
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Esta corresponde a una clase de dlgebras llamadas reticulos.

5. Un ejemplo importante para nosotros es el dlgebra Fm, , cuyo universo
es el conjunto Fm, de las férmulas de un lenguaje proposicional £ y cuyas
operaciones se definen de la manera obvia: para cada conectivo n—ario w € L
y formulas ¢, ..., ¢, ,

WwI™ (o1, ) = w(P1, -, Pn) -
Fmy, es conocida también como el dlgebra formulas de L o el algebra to-
talmente libre sobre el conjunto P de las variables proposicionales.

6. Analogamente, dado un lenguaje algebraico £ y un conjunto X de varia-
bles, construimos el conjunto Term(X) de los términos sobre X de la misma
manera como construimos las férmulas de la légica. Con este conjunto como
universo construimos en el algebra totalmente libre de términos Term(X).

2.2 Construcciones Basicas

A partir de un conjunto de algebras del mismo tipo se puede construir otras.
Tres son las construcciones mas elementales: subalgebras, productos directos
e imagenes homomorfas. Todas ellas han sido estudiadas por el lector en
algin curso de estructuras algebraicas o similar, por lo que no es necesario
dar ejemplos.

Sean A = (A;w A, wo?, .. w,A) yB = (B;wiB,wB, ..., w,B) dos dlgebras.
B es subdlgebra de A, lo que denotamos B < A, si B C A es no vacio y

cada operacién w;® de B es la restriccién a B de la operacién correspon-

diente de A.

Si B C A, para que exista una subalgebra con universo B, basta que éste
sea no vacio y cerrado bajo todas las operaciones de A .

Un homomorfismo entre dos algebras A y B del mismo tipo es una funcion
f: A — B tal que para cada operacion n—aria w

fl@Mar,as,... a0) ) = B (flar), flaz),... flan)).

Es inmediato que f(A) es no vacio y cerrado bajo las operaciones de B, por
lo tanto existe una subdlgebra de B cuyo universo es f(A). Esta se llama
la imagen homomorfa de A y la denotamos f(A).
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Un homomorfismo biyectivo es un isomorfismo. En tal caso, f(A) =B y
decimos que A y B son isomorfas, lo que denotamos A = B. Si bien
lo presentamos como un caso particular, el concepto de isomorfismo es mas
elemental que el de homomorfismo. Dos algebras isomorfas son iguales en
todo sentido algebraico, sélo difieren en sus elementos y los simbolos usados
para denotar sus operaciones.

Dada una familia (A; : ¢ € I) de élgebras del mismo tipo, su producto directo
A =[],c; A; es el dlgebra cuyo universo es el conjunto de todas las funciones

f:I—>UAi
el

tales que para cada i € I, f(i) € A; y para cada operacién n-aria w, y

fis fay .oy fn elementos de A,

wA(f17f27"'7fn) I — UAZ

esta definida por
WA(fb for s fo) (i) = WAi(fl('i)a fo(@), -, fa(d))-

Abusando un poco de la nomenclatura, podemos considerar I como el con-
junto de las coordenadas de los elementos de A, de tal manera que cada
coordenada de un elemento de A pertenece al (universo del) dlgebra corres-
pondiente y las operaciones se hacen coordenada a coordenada. De hecho,
si I es finito, el producto directo de A1, A, ..., A, esisomorfo al producto
cartesiano A; X Ag x --- X A,,.

Una variedad es una clase de algebras cerrada bajo imagenes homomorfas,
subalgebras y productos directos.

2.3 Ecuaciones
Una L-ecuacion (o simplemente ecuacion) ([1], pag. 13 ), es una expresién

de la forma ¢ = 1, donde @, 1) € Term(X), denotaremos al conjunto de las
ecuaciones de C'L por Fq.
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En el Algebra Abstracta se estudia clases de dlgebras, de un tipo de simi-
laridad dado, definidas por ciertas propiedades o axiomas. Para nosotros
reviste especial importancia aquellas clases de algebras que satisfacen ciertas
ecuaciones, o clases ecuacionales. Un importante teorema demostrado por
Birkhoff dice que una clase de algebras es ecuacional si y sélo si es un variedad.
(Ver [4] pag. 75).

Ejemplos:

1. La variedad de los reticulos es la clase de todas las algebras £ =
(L,V,N), donde V, A son operaciones binarias sobre L que verifican las
identidades:

Rl xVvVzx==x

rANx =z (Idempotencia)

R2 xVy=yVzx

TANYy=yAzx (Conmutatividad)
R3 zV(yVvz)=(xVy) Vz

zAYANz)=(xAy) Az (Asociatividad)
R4 zV(zhy) ==

zA(yVz) =z (Absorcién)

Si ademas verifica
R5 zV(yAz)=(xVy A(zV=2)
zA(yVz)=(xAy) V(zAz) (Distributividad)
hablamos de la variedad de los reticulos distributivos.

Por ejemplo, el dlgebra 2 definida mas arriba es un reticulo distributivo.

2. La variedad de las Algebras de Boole es la clase de todas las algebras
B = (B,V,A/, L, T), tales que B = (B,V,A) es un reticulo distributivo, ’
es una operacion unaria y L, T son constantes tales que:

Bl zvT=T (Ultimo elemento)

tANL=x (Primer elemento),

18



B2 azva=T
rAx' =1 (Complemento).

3. Los anillos, grupos y algunas otras estructuras conocidas y definidas sobre
un lenguaje apropiado son también variedades.

2.4 Algunos Resultados sobre Reticulos

Dentro del Algebra Universal los reticulos, ademas de ser objeto de estu-
dio, son una herramienta importante debido a que muchos conceptos definen
clases de objetos ordenados reticularmente. Veremos en esta seccion algunas
propiedades de los reticulos que seran usadas mas adelante.

Un reticulo L se dice completo si para todo A C L, existen el supremo y el
infimo de A, denotados \/ A y A A, respectivamente.

Debe notarse que \/ L = A 0 es el mayor elemento de L'y que AL =\/0 es
el menor elemento de L y que si L es completo, ambos existen.

Ejemplos:

1. El reticulo (P(X);U,N) de todos los subconjuntos de un conjunto X, es
completo.

2. Los reticulos (SU(G); V,A) v (SUN(G);V,A) de todos los subgrupos y
de todos los subgrupos normales de un grupo G, son completos. En ambos
caso las operaciones son HVK = (HUK) y HAK = HNK, donde (A) es
el subgrupo generado por A.

3. Q y R con sus ordenes habituales no son reticulos completos. Si a R
le agregamos un punto final +0c0 y un punto inicial —oo, entonces R es
completo.

Lema 4. Un reticulo es completo si y solo si es cerrado bajo supremos. Lo
mismo ocurre si es cerrado bajo infimos.

Un elemento ¢ de un reticulo L es compacto si toda vez que ¢ < \/ A
(obsérvese que esto presupone que tal supremo existe), hay un subconjunto
finito B C A tal que ¢ <'\/ B.
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Un reticulo es algebraico si es completo, y todos sus elementos son el supremo
de un conjunto de elementos compactos.
Ejemplos:

1. El reticulo P(X) es algebraico. Los elementos compactos son los subcon-
juntos finitos de X.

2. Los reticulos SU(G) y SUN(G) son algebraicos. En ambos casos los
elementos compactos son los subgrupos finitamente generados.

3. R no es un reticulo algebraico. De hecho, no tiene elementos compactos.

2.5 Relaciones de Equivalencia y Congruencias

Una relacion de equivalencia sobre un conjunto A es una relacién binaria 9
tal que para todo a, b, ¢ € A se satisface:

El : ava. (reflexividad)
E2 : Si ad¥b, entonces bija. (simetria)
E2: Si adb y bic, entonces ave. (transitividad)

Una relacion de equivalencia 1) particiona al conjunto en clases de equivalen-
cia, vale decir, conjuntos formados por elementos relacionados entre si, mas
técnicamente, la clase de equivalencia de a maodulo ¥ es el conjunto:

[alg = {z € A:xda}.

Es facil ver que el conjunto A | ¢ de todas estas clases de equivalencia,
llamado el cuociente de A mddulo ¥, es una particion de A.

Reflexividad, simetria y transitividad son en un sentido particular las propie-
dades esenciales de la identidad. Una relacién con esas propiedades nos
permite identificar objetos de un conjunto dado y tratarlos como un solo
objeto.

Desde el punto de vista algebraico es interesante hacer notar que el par
(E(A),C), de todas las relaciones de equivalencia sobre A ordenado por
inclusion, es un reticulo distributivo completo.

Antes de revisar este resultado, observemos que dada una familia de rela-
ciones de equivalencia sobre A, su intersecciéon también lo es, es decir, si para
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cada i € I, U; es una relacién de equivalencia sobre A, entonces (), ;¥; es
una relacién de equivalencia sobre A. Por otra parte, notemos que tanto la
identidad, denotada por A4, como la relacién trivial V 4, son relaciones de
equivalencia sobre A.

Las operaciones de supremo e infimo sobre F(A) estan dadas por:

Y AV = 1N,y
’191\/192 = 0{19191U192g19},

por las observaciones del parrafo anterior, ({¢ : ¥; Uy C 9} es la menor
congruencia que contiene a 9 y a 5. Hay también una forma constructiva
de definir el supremo.

U1 Ve = {{a,b) : existen cy,...,c, tales que ¢y =a,c, =b

y para cada 7:, Cﬂ910i+1 o bien Cﬂggci_‘_l}.

El lector debe verificar que esto efectivamente define la menor relacién de
equivalencia que contiene tanto a 1, como a 5. Por otra parte, la observacion
mas arriba implica que el reticulo es completo ya que

N =)

il il

Una relacién de equivalencia sobre (el universo de) un &lgebra A es una
congruencia sobre A si es compatible con todas las operaciones del algebra,
vale decir, para cada operacién n—aria w y elementos a;, b; € A, si a;Ub;
para i < n, se verifica

wh(ay, ..., ap)0w™(by, ..., by).

La condicién de compatibilidad nos dice que si escogemos elementos de dis-
tintas clases de equivalencia y los operamos, la clase a la que pertenece el
resultado no depende de los elementos particulares que se usaron, sino de
las clases de las que fueron tomados. Esto es lo que nos permite definir una
estructura algebraica sobre el conjunto cuociente de la siguiente manera:

Ald=(A| ﬁ,wlAw,ngw, . ,wnAw )
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donde dadas las clases [a1]y, . . ., [a,]s, la operacién

WA ([ar]g, .., [anly) = [w(aq, ..., an) Jo-

La compatibilidad garantiza que ésta esta bien definida. A | ¢ se denomina
el dlgebra cuociente de A por 1.

Para los efectos de estas Notas, lo mas interesante es que el conjunto de
todas las congruencias sobre un &algebra A, ordenado por inclusién, es un
reticulo distributivo y algebraico al que denotamos Con(A). Los elementos
compactos son las congruencias finitamente generadas. Dejamos al lector la
verificacién de estas afirmaciones.

Ejemplos:

1. Si G es un grupo y N un subgrupo normal de G, entonces la relacién
20y siy sélosi zy~t € N es una congruencia. El grupo cuociente G | ¥
es por supuesto el mismo que el grupo cuociente G | N que el lector ha
estudiado en sus cursos de algebra abstracta. Un caso particular interesante
es cuando el grupo es Z y el subgrupo es nZ. En este caso, la relacién anterior
es la conocida congruencia médulo n de la teoria de niimeros, de donde se
ha tomado prestado el nombre.

2 Sobre el reticulo de cuatro elementos 0 < a < b < 1, considere la
congruencia que identifica 0 con a y 1 con b. El reticulo cuociente tiene dos
elementos [0] < [1].

2.6 Operadores de Clausura
(Ver por ejemplo [4], Capitulo 1, §4 y §5.)

Un operador de clausura sobre un conjunto A es una funcién
C : P(A) — P(A) que satisface lo siguiente.

(C1) X CC(X)
(C2)  C(C(X)) C C(X)
(C3) X CVY implica C(X) C C(Y)

Si ademas C verifica:
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(C4) C(X)=U{C(Y):Y C X es finito,}
decimos que C es un operador de clausura algebraico.

Ejemplos:
1. En un espacio topolégico X —— X es un operador de clausura sobre X.
2. La identidad es un operador de clausura sobre cualquier conjunto.

3. Si G es un grupo, entonces la funciéon X —— (X) que envia cualquier
subconjunto de G en el (universo del) subgrupo que genera, es un operador
de clausura sobre G.

Teorema 1. Sea C un operador de clausura sobre un conjunto A. Entonces
el conjunto Lc ={X C A: C(X)= X} dotado de las operaciones

\/C4)=cC (U AZ) y A CA) =(C(4),
iel iel iel iel
es un reticulo completo. Los elementos de Lc se llaman conjuntos cerrados.

St ademas C es un operador algebraico, Lg es un reticulo algebraico en el
que los elementos compactos son los subconjuntos cerrados C(B), para algin
B finito.

Teorema 2. Todo reticulo algebraico es isomorfo al reticulo de los subconjun-
tos cerrados de algiun conjunto dotado de un operador de clausura algebraico.

Idea de la demostracién.

Sea L un reticulo algebraico y C' el conjunto de sus elementos compactos.
Para X C L definimos

C(X):{CEC:CS\/X}.
Entonces C es un operador de clausura algebraico. La funciéon

f:L — PO
r — {ceC:c<u},

es un isomorfismo. O
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2.7 Un Ejemplo Importante

Sea § = (L,Fs) un sistema deductivo. Si definimos
Cns(A) ={p € Fme : A ks ¢},
Cngs define un operador
Cns : P(Fmg) — P(Fmyg)

sobre el conjunto de las formulas, llamado operador de consecuencia de S .
Las propiedades 1-5 de ks que aparecen en el Lema 3, implican que Cngs
es un operador de clausura algebraico. Se puede hacer el estudio de sistemas
deductivos a partir de operadores de consecuencia, (ver [1], pag. 6 ), pero no
lo haremos en estas Notas.

Los conjuntos cerrados bajo este operador se llaman S—teorias. En otras
palabras, una teoria es un conjunto 7' de formulas que es cerrado bajo g,

TkFs ¢ = el

El conjunto de los teoremas S, (aquellas férmulas ¢ tales que Fs ¢, o
equivalentemente, aquellas férmulas directamente demostrables a partir de
cualquier conjunto A de férmulas), es la menor S—teoria. Por otra parte,
Fm, es la mayor S—teorfa. Observemos que Cngs(A) es la menor S—teoria
que contiene a A.

El conjunto de todas las S—teorfas se denota ThS ([1], pag.7 ). Sobre este
conjunto definimos las operaciones A® y V®, que son respectivamente, la
interseccién usual de conjuntos y la teoria generada por la uniéon conjuntista
de teorias, es decir, para T ,U € ThS,

TN U=TNU vy T ve U=Cns(TUU).

Observemos que la interseccion arbitraria de teorias es una teoria y como
Fmy es la mayor S—teorfa, el reticulo ThS = (ThS, A, V) es un reticulo
completo. El siguiente lema se desprende facilmente de las propiedades de
los operadores de clausura algebraicos.

Lema 5. ([1], Lema 1.1 ) Sea 8§ = (L,Fs) un sistema deductivo.
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1. Los elementos compactos de ThS son las S-teorias finitamente gene-
radas.

2. El reticulo ThS el algebraico.

3. ThS es cerrado bajo uniones dirigidas.

2.8 La Loégica de las Ecuaciones

Lema 6. Sean o(xy,x9,...,2,) € Term(X) y A una L-dlgebra. Una
funcion I : X — A, definida por x; — a;, i € w, se extiende de manera
unica a

I:Fm;, — A

o(x1,29,...,2,) +— o™(a1,...,a,).

I se llama una interpretacion de las variables en A. Por ejemplo, una susti-
tucion s de las letras proposicionales P es una interpretacién de P en el
algebra Fm, definida mas arriba.

Sea IC una clase de L-dlgebras. Definimos la relacién =i entre un conjunto
de ecuaciones y una ecuacién de la manera siguiente ([1], pag. 13 ):

I' Ex o = 7 sy sélo si para toda A € K y para toda interpretacién
a= (ay,as,...,a,) de las variables de ' U { o ~ 7} se tiene:
¢a)=n*@) ,para & ®mnel = o®(a) = (a).

Esta relacién es llamada relacion de consecuencia ecuacional determinada
por K.

Es fécil ver que la tnica propiedad de Fs que g no tiene necesariamente
es la finitud. Por ejemplo, directamente de la definicién se observa que =i
es estructural.

Lema 7. ([1], Lema 3.1 ) Si K es una clase de dlgebras entonces para con-
guntos de ecuaciones I' |A C Eq(X) y toda ecuacion o ~ T se tiene:

1. A Ex d =€, para todo § =~ ¢ € A.

2. SiA Exox1yACT, entoncesT Ex o~ T.
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3.8 A Ex o717yl Ex § = ¢, para todo § = ¢ € A, entonces
I' Ex orT.

4. Si A | o = T, entonces s(A) Ex s(o) = s(7), para toda substi-

tucion s. Es decir, |Ex es siempre estructural.

Podemos definir el concepto de operador de clausura Cny,el de teoria ecua-
cional y el reticulo ThK de todas las teorias ecuacionales respecto de |=x.

(Para una teoria general de ldgica ecuacional, el lector puede consultar [4],
Capitulo 2, §14).
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3 Loégica Algebraica

Los origenes del estudio algebraico de los sistemas deductivos se remontan,
a los trabajos de G. Boole, vale decir, antes del nacimiento de la légica
matematica.

Los trabajos de Tarski, o mds precisamente del grupo de Varsovia, (ver [21])
en los anos 20 y 30 son el punto de partida del estudio de los sistemas
deductivos en general y de la logica algebraica tal como se la entiende hoy.
En [22] (una versién en inglés aparece en [21]), Tarski introduce el édlgebra
de féormulas del cédlculo proposicional y define la relacién:

pr~1p siysolosi Fepe .

Enseguida muestra que ésta es lo que hoy llamamos una congruencia y que
el algebra cuociente, que ahora es conocida como el dlgebra de Lindenbaum—
Tarski del cdlculo proposicional cldsico, es un algebra de Boole. Reciproca-
mente, indica como construir un sistema deductivo a partir de una axioma-
tizacion de las dlgebras de Boole.

Conocida esta relacion entre el Calculo Proposicional Clésico y las Algebras
de Boole, el método se aplico a otras logicas, representadas por otros sistemas
deductivos, a los que les corresponden otras clases de algebras. Entre los
principales estan:

Légica Proposicional Clasica Algebras de Boole
Légica Prop. Intuicionista Algebras de Heyting

Légicas Multivaluadas Algebras de Wajsberg, MV—-algebras

Légicas Modales Algebras Modales

Légica de Primer Orden Algebras Cilindricas, dlgebras
Poliadicas

etc. etc—algebras

.Cual es la naturaleza de esta relacion? ;Qué condiciones debe satisfacer un
sistema deductivo para contar con una clase de algebras asociada?

En los dos importantes libros de H. Rasiowa y R. Sikorski [20] y H. Rasiowa
[19] se decantan varias décadas de resultados en esta linea. El tratamiento
dado en estos libros se aplica a sistemas con ciertas particularidades, por
ejemplo, presupone la existencia de una implicacién con ciertas propiedades
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estandar. (Ver méas adelante los ejemplos 4.1). Por lo tanto muchos sistemas
no son en este sentido algebrizables simplemente porque no cuentan con una
implicacion, o porque la que tienen no goza de las propiedades adecuadas.

No ha sido sino hasta muy recientemente que se ha dado una definicién
general y precisa del concepto de algebrizabilidad. Esta ha sido propuesta
por W. Blok y D. Pigozzi en [1]. Basados en una generalizacién del pro-
ceso de Lindenbaum—Tarski, ellos proponen un tratamiento mas general o
“abstracto” del problema, uno que no dependa del lenguaje subyacente del
sistema ni de la presencia de ciertos axiomas o reglas predeterminados. Natu-
ralmente, hay muchos sistemas que tampoco son algebrizables en este sentido,
sin embargo, no lo son por motivos mas profundos y generales que el lenguaje
en el que se expresan. ;Qué tan buena es esta nocién de algebrizabilidad?
Esta pregunta sélo podra responderse al ver las aplicaciones que la teoria
tenga, especialmente, el uso de técnicas del algebra universal en las clases
de algebras para obtener resultados sobre las logicas asociadas. En el ultimo
tiempo se ha llamado Logica Algebraica Abstracta al estudio de sistemas
deductivos usando herramientas del algebra universal.

Varios autores han perfeccionado, extendido o modificado estos conceptos
iniciales. Ver por ejemplo [2, 6, 7, 12, 14, 15]. Con todo, la idea esencial sigue
siendo la misma, es por eso que he centrado estas charlas en una exposicion
de esta teoria, como punto de partida para quien se interese en la logica
algebraica.

3.1 Logicas Algebrizables

Intuitivamente, un sistema deductivo & es algebrizable si existe una clase
K de algebras del mismo tipo y existe una correspondencia entre férmulas
de Fm, y ecuaciones de Fq, tal que las relaciones kg y [=x sean “equiv-
alentes”. Es decir, dada una férmula « existe una ecuacién a y dada una
ecuacion s ~ 7 existe una féormula s ~ 7 tales que :

1. 'Fs a siy s6lo si f):;ca,

2. Nlcs~T siysdlosi ©Ecs~AT,
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Por ejemplo, si § es CPC y K es la variedad de las algebras de Boole,
haciendo:

como sabemos, se verifican las cuatro condiciones de arriba.

3.2 Semanticas Algebraicas Equivalentes

Formalizaremos aqui las ideas intuitivas del parrafo anterior.

Definicién 1. ([1], Def. 2.2 ) Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo y K
una clase de L-algebras. K es una seméntica algebraica para S si kg
puede ser interpretado en =x de la manera siguiente. Existe un conjunto
finito 6;(p) =~ €;(p), parai < n, de ecuaciones en una variable p, tal que para
IF'U{e} € Fme para cada j < n:

(1) ' Fs ¢ siy solo si
{0:(0) meiy) ri<n, v e} Frdi(p) me(w) s J<n.

0; ~ g; son llamadas ecuaciones de definicién para S y K.

Definicién 2. ([1], Def. 2.4 ] ) K es una semdntica algebraica equivalente
para un sistema deductivo S si existe un conjunto finito A;(p,q), para j <
m , de formulas con dos variables tal que para todo ¢ =~ ) € Eq, se tiene:

(2) o= Fx di(pd0) mei(pAh) s i<n,j<m.

El conjunto de férmulas A;(p, ¢) es llamado sistema de formulas de equiva-
lencia para S y K. Abreviaremos 0 ~ ¢ para el sistema de ecuaciones de
definicién y A(p, q) para el sistema de férmulas de equivalencia.

Lema 8. ([1], Lema 2.9 ) Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo y K
una semdntica algebraica equivalente con ecuaciones de definicion 6 =~ €
y formulas de equivalencia A(p,q) . Entonces para todo ¥ C Eqp y toda
ecuacion o ~ 1,
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B) EEcory siysilosi {{An:Exne X} s oA,

y para cada 0 € Fmyg,
(4) 0 s 6(0)Ac(0).

Reciprocamente, si existen formulas A y ecuaciones 6 ~ ¢ que satisfagan
(3) y (4), entonces K es una semdntica dlgebraica equivalente para S.

Definicién 3. Un sistema deductivo S se dice algebrizable si tiene una
semdantica algebraica equivalente.

A continuaciéon veremos que, esencialmente, todo sistema algebrizable tiene
una unica semantica equivalente.

Lema 9. ([1], Cor. 2.11) Si K es una semdntica algebraica para S, entonces
K es una semdntica algebraica equivalente si y sélo si K9, la cuasivariedad
generada por IKC, lo es.

Esto se debe a que la segunda parte de (2) es equivalente a un sistema de
cuasi-identidades

N W) =e(®) = d(p) = (o).

pel’

Teorema 3. ([1], Teo. 2.15 ) Sean S wun sistema deductivo algebrizable, K
y K’ dos semadnticas algebraicas equivalentes. Entonces K y K' generan la
misma cuasivariedad.

Idea de la demostracion.

(a) Usando las propiedades de =, se demuestra que Fs zAy define una
relacion de congruencia sobre Fmy.

(b) x,xAy ks y.

() wmy, 6(x) ~ e@) Ex bly) ~ <), prop. de ~,
(ii) z~y =k 0(zdy) ~ e(zly), (2),
(i) 0(xAy) =~ e(xAy),d(x) = () Fx (y) ~ £(y), (1), (i),
(iv) zAy, x Fs vy, (1).



Sean K y K’ dos semdnticas algebraicas equivalentes al sistema S y sean
xAy y xA'y sus respectivas férmulas de equivalencia.

(c) zAy dks zA'y.

Consideramos «a(p) = xA'p. Entonces

Ay Fs a(r)Aaly), (a),
Ay ks (zA'z)A(xAy), def.,
Ay Fs (zA'y), (a), (b).

Similarmente probamos en la otra direccion.

(d) KQ=K".
YEcpry siyslosi {aAf axfeX}bs oA, (3),
YhEcpry siysdlosi {ad'fra~xpeX}ts pAY, (c),
YEcery siysdlosi ¥ pr, (3).

El reciproco de este teorema es falso. Existen sistemas deductivos distintos
que tienen la misma semdntica algebraica equivalente. Ver ejemplo en [1],
Seccién 5.2.4.

3.3 Semanticas Matriciales

Una L-matriz ([1], pag. 8 ) es un par A = (A, F), donde A es una L-
algebra y F' es un subconjunto del universo de A, los elementos de F
son llamados elementos designados de A. Para una clase de matrices M
definimos la relacién =, entre un conjunto de férmulas y una férmula de la
manera siguiente:

[' =k ¢ siy sdlo si para toda A € M y para toda interpretacion a de las
variables de T" U {p},

Y*@) € F, paratodo v € T = ¢*(a) € F.
Una matriz A es un modelo matricial de S si
ks o = T EFa o,
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en tal caso F' se denomina un S—filtro.

Observemos que si 7' es una S—teorfa, entonces (Fmy,,T) es un modelo
matricial de S. Estas matrices se llaman matrices de Lindenbaum para S.

Definicién 4. Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo. Una clase de matrices
M es una semantica matricial de S si para todo I'U {p} C Fm, se tiene

ks ¢ siysdlosi T Eum p.

Por ejemplo, la clase de todas las matrices de Lindenbaum para S y la clase
de todos los modelos matriciales de & son semanticas matriciales.

3.4 El Operador de Leibniz

Definicién 5. ([1], Def. 1.4 ) Sean A wuna L-dlgebra y F C A. Definimos
la relacion binaria sobre A:

Q. F — (a,b) : p*(a,¢) € F < p?(b,¢) € F, para todo
A B @(pﬂh--w%)ej:mg ytOdOEEAn ’

La relaciéon €25 se llama la relacion de Leibniz en A sobre F. El operador
sobre las partes de A, que denotaremos €24, es llamado operador de Leibniz
sobre A. Si A es el dlgebra de férmulas Fmy , el operador de Leibniz se
denota simplemente 2.

De la definiciéon anterior se desprende inmediatamente que €25 es una con-
gruencia sobre A. Intuitivamente, nos dice que €24 identifica todos aquellos
elementos de A que el algebra A no puede distiguir relativamente a un
conjunto F'. Evidentemente esta definicién es inmanejable desde el punto
de vista practico: dificilmente podremos calcular €25 en un caso particular
a partir de ella. Un par de teoremas nos ayudaran en esto.

Una congruencia © de A se dice compatible con el subconjunto F' de A, si
para todo a,b € A, sia € F'y (a,b) € O entonces b € F .

Teorema 4. ([1], Teo. 1.5) Para toda dlgebra A y cualquier F C A, QA F
es la mayor congruencia compatible con F.
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Teorema 5. ([1], Teo. 1.6 ) Sea A wun dlgebra y F C A. Sea © una relacion
binaria sobre A que es elementalmente definible sobre la matriz ( A, F') con
pardmetros y sin igualdad:

(1) Si © es reflexiva, entonces QaF C 6.

(11) Siademds © es una congruencia compatible con F', entonces QaF = 6.

3.5 Los Reticulos de Teorias de § y de K

La esencia de la teoria de algebrizacion desarrollada por Blok y Pigozzi, esta
en el siguiente teorema. Daremos su demostraciéon porque ilustra como las
ecuaciones de definiciéon y las férmulas de equivalencia aparecen més o menos
naturalmente.

Teorema 6. ([1], Teo. 3.7 ) Sea & wun sistema deductivo y K una cua-
siwariedad. Entonces K es la semdntica algebraica equivalente de S si y
solamente si existe un isomorfismo entre ThS y ThK que conmuta con susti-
tuctones.

Idea de la demostracién.

Supongamos que K es la semantica algebraica equivalente de §. Entonces

{2 : ThS — ThK
T+ Cnx{d(p) =c(p) : peT}

preserva el orden y las uniones dirigidas. De ahi es facil demostrar que (2
es un isomorfismo de reticulos que conmuta con sustituciones.

Por otro lado, supongamos que h : ThS — ThK es un isomorfismo que
conmuta con sustituciones.

Consideramos la S—teorfa T = Cng{p}. Como T es compacta, su imagen
0 = h(T) también lo es y por lo tanto, es finitamente generada, (ver Lema
5). O sea,

0 = Cnic{ri(p, 1, k) = 1(p,re, ... 1) 1 4 < n}.
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Sea s una sustitucién tal que

s(p) ~ p
s(rj) ~ p, para j < k.

Usando el hecho de que h conmuta con sustituciones, se demuestra que
s(T) =Cns{s(p)} =T,
luego (con un abuso de notacién),
0 =h(T) =h(s(T)) = s(h(T))
= S(CTLK{KZ'(Z), Tiy. e JT]C) ~ Ti(p7 T1y. e 7rk> t1 < n}
= CnIC{K'i<p7p7 s 7p) R Ti<p7p7 s ?p) S n} :

Hagamos  d;(p) = wi(p,p,.--,p) v &i(p) = 7(p,p,-..,p), para i < n.
Entonces

['Fs ¢ ssi Cns{e} CCnsT
ssi h(Cns{¢}) C h(CnsT)
ssi. Cnc{d(p) me(p)} € Cnc{d(v) me(y) : v €T}
ssi. {0(7) me(y) v €T} Fxdlp) melp).

~.

Similarmente, 6 = Cnx{p ~ ¢} es una K-teorfa compacta, luego h='(6)
también lo es y por lo tanto, es generada por un conjunto finito de férmulas

{Spj(p7Q7rl7-”7rk>} . j< m .
Haciendo A(p,q) = ¢(p,¢,p,.-.,p) , se cumple

prq =k 0(pAq) = (pAq),

completando la demostracion del teorema. O

El isomorfismo (2T del teorema puede encontrarse de la siguiente manera.

Lema 10. ([1], Lema 3.8 ) Sea S algebrizable y K su semdntica algebraica
equivalente. Sea A el sistema de equivalencias para K. Entonces para T €

ThS,
T ={p=p:pApeT}.
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3.6 Criterios de Algebrizabilidad

Hay dos importantes caracterizaciones para los sistemas algebrizables.

3.6.1 Algebrizabilidad y el Operador de Leibniz

Lema 11. ([1], Teo. 4.1 ) Sea S algebrizable y K su semdntica algebraica
equivalente KC. Entonces para cada T € ThS

QT = {{p,0) : ¢ ~ b € AT} = {{p,0) : oAV € T},

Teorema 7. ([1], Teo. 4.2') Un sistema deductivo S es algebrizable si y sélo
st el operador de Leibniz sobre Fm, cumple las condiciones:

(i) Q es inyectivo y preserva el orden de ThS.
(i) 2 preserva uniones de subconjuntos dirigidos en ThS.

Idea de la demostracién.

Se define
K={Fm,/0 : 0 € QThS}

y se demuestra que 2 es un isomorfismo entre ThS y Th/XC. Aplicamos
entonces el teorema 6. 0

3.6.2 Algebrizabilidad y Términos

Teorema 8. ([1], Teo. 4.7 ) Un sistema deductivo S es algebrizable si y
solo si existen un sistema de formulas de equivalencia A y un sistema de
ecuaciones de definicion d ~ e que satisfacen las condiciones siguientes para

w, P, 0 € Fmy.

(i) Fs ¢ Ay,

(i) {p Av} Fs v A,

(i) {p A, A0} Fs 0 A0,

(iv) Para todo conectivo n—ario w de L,
{§01A¢1,. : 7907LA¢7L} l_S w(@b(p?a - -,wn)AWWlﬂﬁ%- . >¢n);
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(v) 6 45 6(0) Ae(0).
Idea de la demostracién.

Se define
OQ\T ={p~¢: Ay T}

y se demuestra que (24 es inyectivo y preserva uniones dirigidas. Por tltimo
se demuestra que 24 = € y se aplica el teorema 7. O]

Corolario 1. ([1], Cor. 4.8 ) Una condicidn suficiente para que un sis-
tema deductivo S sea algebrizable es que exista un sistema A de formulas
de equivalencia que satisfaga las condiciones (i)-(iv) del teorema anterior y
adicionalmente las condiciones.

(vi) {¢, 0 A} Fs 1, (conocida como regla de corte).
(vit) {¢, v} Fs w A, (conocida como regla G, por Gidel).

En este caso la ecuacion de definicion es p ~ p Ap.

3.7 Algebrizabilidad y Matrices

Existe una conexion estrecha entra las semanticas algebraicas y las seméanticas
matriciales de un sistema deductivo algebrizable.

El siguiente teorema es muy 1til, especialmente para verificar que un sistema
no es algebrizable. Dada una cuasivariedad K y una L—-algebra A, diremos
que una congruencia © de A es una K—congruencia si el cuociente A /O € K.

Teorema 9. ([1], Cor. 5.1 ) Sea S algebrizable y K una cuasivariedad.
Entonces S es algebrizable con semdntica algebraica equivalente IC si y solo
si para toda L—dlgebra A, el operador de Leibniz A es un isomorfismo entre
los reticulos de S—filtros y de K—congruencias de A.

Lema 12. ([1], Lema 5.2 ) Sea S algebrizable y sea A un sistema de
formulas de equivalencia. Entonces para toda L—dlgebra A y todo S—filtro
FCA

QaF = {{p.¥) 1 p A% Y € F}.
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Una matriz (A, F) se dice reducida si QaF = Ia, la identidad sobre A. La
matriz cuociente (A/QAF, F/Q2o F) es una matriz reducida.

Teorema 10. ([1], Cor. 5.3 ) Sean S algebrizable, K la cuasivariedad que
es su semdntica algebraica equivalente y M* la clase de todas las S -matrices
reducidas. Entonces K es la clase de los reductos algebraicos de M, es decir,

K={A: (A F)e M" para algin S-filtro F'}.
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4 Ejemplos
4.1 Sistemas implicativos estandar

Como dijimos en la introduccion, H. Rasiowa y R. Sikorski llevaron el método
de Lindenbaum-Tarski a su mayor generalidad. Su teoria se aplica a los
calculos implicativos estandar (SIC), es decir, (i) el lenguaje £ tiene un
numero finito de conectivos de rango 0, 1 y 2, pero no superiores. (ii) £
contiene un conectivo binario que verifica

SIC1 A A,
SIC2 A A— B F B,

SIC3 A-B,B—CF A—C,
SIC4 A+ B— A

SIC5 A—B,B—AF A — B,

para toda operacién unaria *.

SIC5 A—-B,B—-A C—-D,D—-CF (AxC)— (BxD),

para toda operacion binaria .

Los calculos proposicionales clasico, intuicionista, las logicas modales nor-
males, las logicas multivaluadas y gran parte de sus fragmentos son sistemas
implicativos estandar y pueden algebrizarse con una ecuacion A~ A — Ay
férmulas de equivalencia A = {A — B, B — A}.

4.2 El sistema modal S5 (Gédel)
4.2.1 El sistema

Axiomas

S5¢1 Todas las tautologias,
S542 0(A — B) — (0OA — OB),
S5¢3 OA — A,
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5564 OA — OOA.

Reglas de Inferencia

MP A, A— B F B,
G A F OA.

4.2.2 S5% es algebrizable

El sistema S5% es SIC luego algebrizable.

4.3 El sistema modal S5¢ (Carnap)
4.3.1 El sistema

Axiomas

S5¢1 [JA , para toda tautologia A,
S5¢2 O(H(A — B) — (DA —0OB)),
S5¢3 O(0A — A),

S594 O(0A — O0A).

Reglas de Inferencia

MP A A~ BF B.

4.3.2 S5Y no es algebrizable

Considérese el algebra ({L,a,b, T}, —,—, 0, L, T), donde ({Ll,a,b, T} —
,7, L, T) es al édlgebra de Boole del proximo diagrama y [ se define en la
tabla siguiente.
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/

AN
chva\
-

Entonces Fy; = {a, T} y F5 = {b, T} son filtros ya que todos los axiomas
toman valor T y ambos conjuntos son cerrados bajo la regla de inferencia.
Como A es simple, no hay congruencias mas que las triviales y Q4 (F}) =
Qa(Fy) = Id, luego 24 no es inyectiva.

4.4 El sistema P! de Sette

4.4.1 El sistema

Axiomas

P'1 A— (B — A),

) (A= (B—=C)) = ((A—B)—(A=0)),
P'3 (~v A=~ B) = ((~ A=~ B) = A),
P4 ~ (A -~ A) — A,

P5 (A— B) »~~ (A — B).

Regla de Inferencia Modus Ponens

4.4.2 P! es algebrizable

Las ecuaciones de definicion son

S(A) = (A— A) - A
e(4) = A— A
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y las férmulas de equivalencia son

A(A,B) = A— B,
Ay(A,B) = B— A,
Ay(A,B) = ~A—~ B,
AfA,B) = ~ B —~ A

4.4.3 Sette Algebras (P' Algebras)

Las &lgebras de Sette (introducidas como P'-élgebras en Lewin et. al. (3.)
y en Pynko (4.)) son estructuras

X /
A=(A—-"1)
que verifican los axiomas siguientes.

Al-z— (y—2x)=1,

A2- (2= (y—=2) = ((x = y) = (z = 2) =1,
A3- (@' =) = (@' = ¢') - 2) =1,
Ad- (x = 2") -z =1,

Ad- (z—y) = (z—y) =1,

y las cuasi-identidades:
Ql-z—y=1and (r—2z)—2r=1 = (y—vy —y=1.
Q-zrz—y=1, y—zx=1 22—y =1and ¢y —-2'=1 = z=y.
La seméntica algebraica equivalente es una cuasi—variedad propia generada

por el algebra
A=({{0,a,1};—,"1) |

donde ({0,1}; —.") es el dlgebra de Boole de dos elementos y las operaciones
— y ' estan definidas por:

—>‘0a1 !
0 |1 1 1 011
a |0 1 1 al|l
1 10 1 1 110
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4.4.4 Referencias para logica y algebras de Sette

1. Sette, A. M., On the propositional calculus P', Mathematica Japonica,
16 (1973), 173-188.

2. Lewin, R. Mikenberg, 1. and Schwarze, M.G. Algebraization of Para-
consistent Logic P1, Journal of Non Classical Logic 7 1-2 (1990), 79-88.

3. Lewin, R.A., Mikenberg, I.F. and Schwarze, M.G. PI algebras, Studia
Logica 53 1 (1994),21-28.

4. Pynko, A. P., Algebraic Study of Sette’s maximal paraconsistent logic,
Studia Logica 54 (1995), 89-128.

4.5 TUna extensién algebrizable de P! cuya semantica
algebraica no es una extension de las algebras de
Sette

Consideremos el sistema P!™ obtenido al extender la légica de Sette con un
operador unario — y los axiomas:

Pl— (WA — —=B) — (B — A).
P1—|2 —A -~~~ A,

Es inmediato que a través de las mismas ecuaciones de definicién y férmulas
de equivalencia este sistema es algebrizable.

Los axiomas P'1, P'2, P'-; garantizan que los {—,—}-reductos de las
dlgebras pertenecientes a la semdntica equivalente a P'7, son algebras de
Boole. Es claro que el dlgebra de Sette A definida en la seccién anterior no
es reducto de ningtn algebra de la seméntica de P!,

4.6 Dos logicas con la misma semantica algebraica equi-
valente

A= ({0,515 =)
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— | 0 % 1 ~
0 [1 1 1 01

1 1
0 11 1l
1 /0 1 1 110

Bo= (A (1)) and Ty = (A {5, 1)

Estas matrices dan origen a dos légicas diferentes con la misma semantica
algebraica equivalente.

Ecuacion de definicién y formulas de equivalencia para Ls:

pT
Alp,q) ={p— ¢,.¢ — p}

Ecuacion de definicién y formulas de equivalencia para Js:

(Np>—>p)>—>p%_l—
Alp,q) ={p—q¢,¢ — p,~pro~q,~qr—~p}

4.7 El Sistema (4 de da Costa

Axiomas

1
42
i3
Ci4
Chb
46
Cy7

A (B A)

(A= (B—=0C))— (A= B)— (4—C)),
(ANB)— A and (AAB)— B,
(A= B)— (A—=C)— (A— (BA())),
A— (AvB) and B — (AVB),
(A—=C)—=(B—=C)— ((AVB)—C)),
AV —A,
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48 -—A— A,

19 B°— ((A— B) — ((A— —-B) — —A)),

110 (A°AB°) — ((AANB)°N(AV B)° AN (A — B)°)

donde A° := —(A A —A).
Regla de Inferencia Modus Ponens.

4.7.1 (4 no es algebrizable

Considere la matriz (A, {1,u}) definida por el reticulo:

u
1
/ AN
a [ ] b
AN /
con las operaciones siguientes:
—lu 1 a b 0| -x|-x|z°=-(xA-x)
ulu u a b 0 1 0 0
llu 1 a b 0 0 1 1
alu 1 1 b b b a 1
blu 1l a 1 al a b 1
Ojlu 1 1 1 1 1 0 1

La mayor congruencia compatible con los filtros

Fy={a,1,u} and F,={b1,u}

es la identidad, esto es, 25 no es inyectiva.
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4.7.2 Referencias para logica de da Costa

1. da Costa, N. C. A., On the Theory of Inconsistent Formal Systems,
Notre Dame Journal of Formal Logic 15 (1974), 497-510.

2. Mortensen, C., Fvery Quotient Algebra for C1 s trivial, Notre Dame
Journal of Formal Logic 21 (1980), 694-700.

3. Lewin, R. Mikenberg, I. and Schwarze, M.G. C1 is not algebraizable,
Notre Dame Journal of Formal Logic 32, (1991), 609-611.

4.8 Légicas Anotadas (Versién estructural de R.L. et.al.)

Subrahmanian, et al.Annotated Logics

Axiomas
e Axiomas de la Légica Implicativa Positiva.

e Axiomas para la negacion:

—1) (A°AB°%) = ((A— B) = (A—=B) = ~4)),
—2) A°— (A— (24— B)),

-3) A°— (AV-A).

_|4> ﬁT+PA PN —|TA,

donde Ty P son parametros enteros determinados por el reticulo
T .

e Axiomas para °:

o1) A° e« (n4)°,

02) A% (frA)°,

0s) (A°)° (AV B)°
3 (AAB) (A — B)°.

e Axiomas para las anotaciones:

n) (A%) = f14,
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) (A% = (P LA & SFTLfA), for k> 1,
) (fuA — fA), for p > A

) JulAA < fLA,
)
)

S

N

_|(AO) - (f)\A = f>\_|A)7
A° — (LA < A).

The last two axioms require some definitions.

S

S

= AN N\ S(HAN HA)
)\j{n

ST(A) = A° A frA

and
TomA) = N —"AA J\ ~(="AAN-TA).

m<P+T m<P+T
~TASK ~ALR

T7)

— \/ S,{(
KRET
Tg)

Reglas de Inferencia

MP A, A— B F B,

R2
A— B, A—f,B+F A— fi,.B
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4.8.1 Algebraization of SAL,
Ecuaciones de definiciéon:

I(A) = ANA,
e(A) = A— A

Foérmulas de equivalencia:

a)
Ao(A, B) = A° < B°.

b)

Ao(A,B) = A< B,

Ay(A,B) = -*A <~ =FB

Ax(A, B) = fLd & fuB,
paracada A € T .

A={A;:je{o}UwUr}.

Si T es infinita, sea A = {)\; : ¢ < K} C T un conjunto de generadores de
T de cardinalidad minima. Para v < k, definimos

T, = Cn{fap < frnag:i <y}t U{=(°),~(¢°)},

T=Cn|]JT,.

Y<K
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Es facil probar que T'F frpAfrq vy T, ¥ frpAfrq, para todo v < &,
luego

(frp. fre) €QT y  (frp. fro) ¢ | QT

Y<K

Esto demuestra que €2 no preserva conjuntos dirigidos de teorias, y que por
lo tanto el sistema no es algebrizable.

Lema 13. Supongamos que L € I' C 7. Entonces
hp = fra:v eThE fop = foq
si y solo si existe A C T tal que

=\ A\

AEA

Demostracién del Teorema

Por definicién
T+ As(p,q),

y por el axioma ogg,

T Ao(f—l—pa fTQ)

Como A genera 7, por el lema, para cualquier A € T,

TE fap < frg,
por el axioma 744,
T+ [\(frp) < fH(fra),
o0 sea,
T = A\(frp, fra)-

Como

=((frp)°) = ="(frp) < fort(frP)
y

=((fr@)°) F ="(frq) < furt(fT9),
luego

T = Ay (frp, fra),
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para todo n > 0.

Luego,
T+ frpAfrg,

y por lo tanto,
(frp, frq) € QT.

Supongamos que

(frp, fra) € | QT

Y<K

Entonces para v < K
(frp, frq) € QT,.
Pero {)\; : i < v} tiene cardinalidad menor que &, luego no genera a 7y
T, ¥ fap < rg

para algin A € 7. Pero entonces

T, ¥ f[x(frp) < H(fr9),

T«/ ¥ prAfTCL

lo que es una contradiccion.

Esto prueba que €2 no preserva conjuntos dirigidos de teorias, luego si T es

infinita, el sistema no es algebrizable.

4.8.2 Referencias para légicas anotadas

1. da Costa, N. C. A., Subrahmanian, V. S. and Vago, C., The Paracon-

sistent Logics Pr, Zeitschrift fur Math. Logic 37 (1991), 139-148.

. Lewin, R. Mikenberg, 1. and Schwarze, M.G. On the algebraization of
annotated logics, Studia Logica, 59, 3 (1997), 359-386.

. Lewin, R. Mikenberg, 1. and Schwarze, M.G. Matriz Semantics for An-
notated Logics. In Models, Algebras, and Proofs. (Caicedo, X. and
Montenegro, C., Eds.), Lecture Notes in Pure and Applied Mathemat-
ics 203, Proceedings of the X SLALM, Bogot4, (1999), 279-293.
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4. Lewin, R. Mikenberg, I. and Schwarze, M.G. On Free Annotated Alge-

bras, Annals of Pure and Applied Logic 108(2001),249-260.

5. Lewin, R. Mikenberg, I. and Schwarze, M.G. Algebras and Matrices for

Annotated Logics , Studia Logica 65 (2000), 137-153.
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