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1 Introducciéon

En el ultimo tiempo se ha llamado Logica Algebraica Abstracta al estudio
de sistemas deductivos usando herramientas del dlgebra universal.

Los origenes del estudio algebraico de los sistemas deductivos se remon-
tan, quizas, a los trabajos de G. Boole, vale decir, antes del nacimiento de
la 16gica matematica. Bien conocida es la relacion que existe entre ciertos
sistemas deductivos y clases de algebras. Entre los principales estan:

Célculo Proposicional Clasico Algebras de Boole
Célculo Proposicional Intuicionista Algebras de Heyting
Légicas multi—valuadas MV-élgebras

Loégica Modal Algebras Modales
Légica de Primer Orden Algebras Cilindricas, etc.

., Cual es la naturaleza de esta relacion? ;Qué condiciones debe satisfacer
un sistema deductivo para contar con una clase de algebras equivalentes?

Los trabajos de Tarski, o més precisamente del grupo de Varsovia, (ver
[13]) en los anos 20 y 30 son el punto de partida del estudio de los sistemas
deductivos en general y de la logica algebraica tal como se la entiende hoy.

*Estas notas han sido preparadas para un ciclo de charlas dictadas en la Universidad
Nacional del Sur, Bahia Blanca, durante el V Congreso Antonio Monteiro.



En [14] (una versién en inglés aparece en [13]), Tarski introduce el dlgebra
de féormulas del cédlculo proposicional y define la relacién:

p~Y siysélosi  Fopo ).

Enseguida muestra que ésta es lo que hoy llamamos una congruencia y que
el algebra cuociente, que ahora es conocida como el dlgebra de Lindenbaum—
Tarski del cdlculo proposicional cldsico, es un algebra de Boole. Reciproca-
mente, indica como construir un sistema deductivo a partir de una axioma-
tizacion de las algebras de Boole.

En los dos importantes libros de H. Rasiowa y R. Sikorski [12] y H.
Rasiowa [11] se decantan varias décadas de resultados en esta linea. El
tratamiento dado en estos libros se aplica a sistemas con ciertas particula-
ridades, por ejemplo, presupone la existencia de una implicaciéon con ciertas
propiedades standard. Por lo tanto muchos sistemas no son en este sentido
algebrizables simplemente porque no cuentan con una implicacién, o porque
la que tienen no goza de las propiedades adecuadas.

No ha sido sino hasta muy recientemente que se ha dado una definicion
general y precisa del concepto de algebrizabilidad. Esta ha sido propuesta
por W. Blok y D. Pigozzi en [1]. Basados en una generalizaciéon del pro-
ceso de Lindenbaum—Tarski, ellos proponen un tratamiento mas general o
“abstracto” del problema, uno que no dependa del lenguaje subyacente del
sistema ni de la presencia de ciertos axiomas o reglas predeterminados. Natu-
ralmente, hay muchos sistemas que tampoco son algebrizables en este sentido,
sin embargo, no lo son por motivos mas profundos y generales que el lenguaje
en el que se expresan. ;Qué tan buena es esta nocion de algebrizabilidad?
Esta pregunta solo podra responderse al ver las aplicaciones que la teoria
tenga, especialmente, el uso de técnicas del algebra universal en las clases de
algebras para obtener resultados sobre las légicas asociadas.

Varios autores han perfeccionado, extendido o modificado estos conceptos
iniciales. Ver por ejemplo [2, 5, 6, 8, 9, 10]. Con todo, la idea esencial sigue
siendo la misma, es por eso que he centrado estas charlas en una exposicién
de esta teoria, como punto de partida para quien se interese en la logica
algebraica.

Estas Notas pretenden ser una introducciéon y guia para el estudio de
[1]. Para facilitarlo, he indicado entre dobles corchetes algunas referencias a
péginas (e.g. [[pag. 2]]) o a teoremas (e.g.Teo. [[3.5]]) de esa monografia.



Todas las definiciones necesarias estan aqui, de modo que las Notas son
autocontenidas. He incluido también un par de demostraciones simplificadas
para que el lector perciba como se obtienen resultados pasando del sistema
deductivo a la clase de algebras asociadas y viceversa.

2 Sistemas Deductivos

Un lenguaje proposicional, o simplemente un lenguaje, es un conjunto £ de
conectivos logicos. El tipo de similaridad del lenguaje, es decir la aridad de
cada uno de los conectivos, estd dado por una funcién de rango p : L — w,
que en adelante subentenderemos sin mayor mencion.

El conjunto Fm, de las formulas de L se define recursivamente de la
manera usual a partir de los conectivos logicos y de un conjunto wvariables
proposicionales V = {p; : j € w} como sigue:

o VC Fmyg.

e Si o € L es un conectivo n—ario y ¢1,...,¢, € Fm, , entonces
alp1, P2, ..., 0n) € Fmy.

Una asignacion o : V. — Fm, se extiende recursivamente de manera
unica a la funcion o : Fm, — Fm, como sigue:

(P, -5pn)) = pla(pi), ... 0(pa))

Dicha funcién la llamaremos substitucion y la denotaremos por la misma
letra 0. Para cada I' C Fm, denotaremos o(I') al conjunto de férmulas

o) ={o(p) : T}

Una regla de inferencia sobre L es un par (I',¢), donde I' C Fmy,, T
es finito y ¢ € Fm, (ejemplos de éstas son modus ponens y necesitacion).
Diremos que ¢ es directamente demostrable a partir de A por la regla (I, ),
si existe una substitucién o tal que o(p) =¢ y o(I") C A.

Un azioma es una regla de la forma (f),4). Cualquier sustitucién de
un axioma es directamente demostrable a partir de cualquier conjunto de
formulas A.

Un sistema deductivo S sobre L, esta determinado por un conjunto de
axiomas y de reglas de inferencia. Entenderemos a S como un par (£, Fs)
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donde ks es una relacion entre conjuntos de férmulas y férmulas definida de
la manera siguiente:

e A Fs iy solo si ¥ pertenece al conjunto més pequeno de féormulas
que contiene a A , a todas las substituciones de los axiomas y es cerrado
bajo pruebas directas.

La relacién g , llamada relacion de consecuencia de S , satisface:

Lema 1 [[pag. 5]] SiS = (L,Fs) es un sistema deductivo, entonces para
todoT' ,A C Fmp y o, € Fmye se tiene:

1. A ks ¢, para todo p € A.
2. SiAFs pyACT, entonces ' g 1.
3. S1AFs Yyl Fs ¢, para todo p € A, entonces I' g 1.

4. Si A ks 1, entonces existe I' C A finito tal que I' F5 1. Diremos que
S es finitario.

5. 81 A Fs 1, entonces o(A) Fs o(v), para toda substitucion o. Dire-
mos que S es estructural

Cualquier relacién que satisfaga 1-5 es la relaciéon de consecuencia de
algtn sistema deductivo. Podemos asi definir un sistema deductivo como un
par § = (L,Fs), donde s es una relacién entre conjuntos de férmulas y
formulas que verifica 1-5. Ndétese que esta definicién no hace alusiéon alguna
a reglas de inferencia ni a axiomas.

Si definimos
Cns(A)={p € Fme : A ks ¢},

Cngs define un operador sobre el conjunto de las formulas,
Cns : p(Fmg) — o(Fmy)

llamado operador de consecuencia de S . Las propiedades 1-5 de kg implican
que Cng es un operador de clausura algebraico. Como sabemos, se puede



hacer el estudio de sistemas deductivos a partir de operadores de consecuencia
([[ pag. 6 ]]), pero no lo haremos en estas Notas.

Una S—teoria es un conjunto 7' de férmulas que es cerrado bajo kg, es
decir,
TkFs p = pel.

El conjunto de los teoremas de S, es decir aquellas formulas ¢ tales que
0 Fs ¢, (equivalentemente, aquellas férmulas directamente demostrables a
partir de cualquier conjunto A de férmulas), es la menor S—teoria. Por otra
parte, Fm, es la mayor S—teorfa. Observemos que Cns(A) es la menor
S—teoria que contiene a A.

El conjunto de todas las S-teorfas se denota ThS ([[pag.7]]) . Sobre
este conjunto definimos las operaciones A® y V¢, que son respectivamente, la
interseccion usual de conjuntos y la teoria generada por la unién conjuntista
de teorfas, es decir, para T, U € ThS, TN U =TnNU y T VS U =
Cns(T U U). Observemos que la interseccién arbitraria de teorfas es una
teorfa y como Fmy es la mayor S-teoria, el reticulo ThS = (ThS, AS, V)
es un reticulo completo. El siguiente lema se desprende facilmente de las
propiedades de los operadores de clausura algebraicos. (Ver por ejemplo [4],
Capitulo 1, §4 y §5.)

Lema 2 [[ Lema 1.1 ]] Sea & = (L,ts) un sistema deductivo.

1. Los elementos compactos de ThS son las S—teorias finitamente gene-
radas.

2. El reticulo ThS el algebraico.

3. ThS es cerrado bajo uniones dirigidas.

2.1 Légica Ecuacional

Una L—ecuacion (o simplemente ecuacion) ([[pag. 13]]), es una expresién de la
forma ¢ ~ ¢, donde ¢,¥ € Fm,, denotaremos al conjunto de las ecuaciones
de £ por Eq;. Una L-dlgebra es una estructura A = (A, (a® : a € L)),
donde A es un conjunto no vacio llamado el universo de A y para cada
a € L, o™ es una operacién sobre A de la misma aridad que a.



Un ejemplo importante es el dlgebra Fm, , cuyo universo es el conjunto
Fmy de las férmulas de £ y cuyas operaciones se definen de la manera obvia:
para cada operacion n—aria o € Ly férmulas ¢q,...,p, ,

T (01, on) = alpr, ..., 0n).

Fm, es conocida también como el dlgebra formulas de L o el absoluta-

mente libre sobre el conjunto V de las variables proposicionales.

Sean ¢(p1,p2, ..., Pn) € Fme y A una L-algebra. Una funcién
I:V — A, definida por p; — a;, i € w, se extiende de manera tinica a

j : ]:m[; — A
Sp(ppra"'apn) = @A(al,...,an).

Sea KC una clase de L-dlgebras. Definimos la relacién = entre un con-
junto de ecuaciones y una ecuacién de la manera siguiente ([[pag. 13]]):

o I' Ex ¢~ siysdlosi para toda A € K y para toda interpretacién
a = (ay,az,...,a,) de las variables de I' U { ¢ &~ 1 } se tiene

a)=n*@) ,para £ mnel = ¢*(a) = v*(a).

Esta relacion es llamada relacion de consecuencia ecuacional determinada
por K .

Podemos definir el concepto de operador de clausura Cng, el de teoria
ecuacional y el reticulo ThK de todas las teorias ecuacionales respecto de
. Es facil ver que la tinica propiedad de g que = no tiene necesariamente
es la finitud. Por ejemplo, directamente de la definicién se observa que = es
estructural. (Ver [[Lema 3.1]]). Para una teoria general de lgica ecuacional,
el lector puede consultar [4], Capitulo 2, §14.



3 Logicas Algebrizables

Intuitivamente, un sistema deductivo S es algebrizable si existe una clase IC
de algebras del mismo tipo y existe una correspondencia entre formulas de
Fm, y ecuaciones de Fq, tal que las relaciones s y = sean “equivalentes”.
Es decir, dada una férmula « existe una ecuacién a y dada una ecuacién
o ~ 7 existe una férmula o ~ 7 tales que :

1. ks a siy sélo si flz;c&,
2. Nlkxor~T siysolosi Xlco~T,

3. adFsa,

—
—_—

4. o1 HF0oRT.

Por ejemplo, si § es el Célculo Proposicional Clésico y K es la variedad
de las algebras de Boole, haciendo:

T

Q

o)
I

(] «

Q
%

T=0+T,

como sabemos, se verifican las cuatro condiciones de arriba.

3.1 Semanticas Algebraicas Equivalentes

Formalizaremos aqui las ideas intuitivas del parrafo anterior.

Definicién 1 [[Def. 2.2 ]] Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo y K una
clase de L-algebras. K es una semantica algebraica para S si Fs puede
ser interpretado en f=x de la manera siguiente. Existe un conjunto finito
di(p) = ei(p), para © < n, de ecuaciones en una variable p, tal que para
IM'U{e} € Fmg para cada j <n:

(1) T' ks ¢ siy solo si
{0:() meiy) si<n, v e} Fr di(p) meilp) s J<n.

0; ~ g; son llamadas ecuaciones de definicién para S y K.
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Definicién 2 [[ Def. 2.4 || K es una semdntica algebraica equivalente para
un sistema deductivo S si existe un conjunto finito A;(p,q), para j < m, de
formulas con dos variables tal que para todo ¢ ~ ¢ € Eq, se tiene:

(2) e =9 =k 0i(pAj) mei(pldj); i<n,j<m.

El conjunto de férmulas A;(p, q) es llamado sistema de formulas de equi-
valencia para Sy K. Abreviaremos § & ¢ para el sistema de ecuaciones de
definicién y A(p, q) para el sistema de féormulas de equivalencia.

Lema 3 [[ Lema 2.9 || Sea S = (L,ts) un sistema deductivo y K una
semdntica algebraica equivalente con ecuaciones de definicion 6 ~ e y
formulas de equivalencia A(p,q) . Entonces para todo ¥ C Eq, y toda
ecuacion @ ~ 1,

3) Xk pmvY siysolosi {0Ac:0~e€ X} s pA,

y para cada 0 € Fmy,
(4) 0 45 6(0)A=(0).

Reciprocamente, si existen formulas A y ecuaciones § =~ € que satisfagan
(3) y (4), entonces K es una semdntica dlgebraica equivalente para S.

Definicién 3 Un sistema deductivo S se dice algebrizable si tiene una se-
mantica algebraica equivalente.

A continuacién veremos que, esencialmente, todo sistema algebrizable
tiene una unica semantica equivalente.

Lema 4 [[ Cor. 2.11]] Si K es una semdntica algebraica para S, entonces
K es una semdntica algebraica equivalente si y solo si K9, la cuasivariedad
generada por KC, lo es.



Esto se debe a que la segunda parte de (2) es equivalente a un sistema de
cuasi—identidades

N oW me@) = d(p) = e(p).
Ppel’

Teorema 1 [[ Teo. 2.15 ]| Sean S un sistema deductivo algebrizable, K y K'
dos semdnticas algebraicas equivalentes. Entonces K y K' generan la misma
cuastvariedad.

Idea de la demostracion.

(a) Usando las propiedades de &, se demuestra que g xAy define una
relacion de congruencia sobre Fmy.

(b) z,xAy Fsy.

(i) z=y, i(z) = e(x) Fr d(z) = (y), prop. de =,
(il) z =y gk 0(xAy) =~ e(xAy), (2),
(i) 5z Ay) ~ e(22y),0(x) ~ e(a) Fx 69) ~ ), (), (i),
(iv) 2y, = Fsy, (1).

Sean K y K’ dos seménticas algebraicas equivalentes al sistema S y sean
xAy y xA'y sus respectivas férmulas de equivalencia.

(c) xzAy dFs zA'y.

Consideramos «(p) = xA'p. Entonces

rAy Fs a(z)Aaly), (a),

Ay Fs (xA'z)A(zAy), def.,

Ay Fs (xA'y), (a), (b).

Similarmente probamos en la otra direccién.

(d) KQ=K".

YEcp~y siysolosi {aAf :ax e X} s pAy, (3),

YEeEcpr~y siysilosi {ad'f axpeX} ks pAY, (c),

YEcery siysdlosi ¥ pr, (3).
O

El reciproco de este teorema es falso. Existen sistemas deductivos distin-

tos que tienen la misma semantica algebraica equivalente. Ver ejemplo en
[[Seccién 5.2.4 ]].



3.2 Semanticas Matriciales

Una L—matriz ([[pag. 8]]) es un par A = (A, F), donde A es una L-4lgebra
y F' es un subconjunto del universo de A | los elementos de F' son llamados
elementos designados de A. Para una clase de matrices M definimos la
relaciéon = entre un conjunto de férmulas y una férmula de la manera
siguiente:

e I' x ¢ siy sdlo si para toda A € M y para toda interpretacién a de
las variables de I' U {},

Y®@) € F, paratodo v € T = ¢*(a) € F.
Una matriz A es un modelo matricial de S si

ks ¢ = T EFuy 9

en tal caso F' se denomina un S—filtro.
Observemos que si T' es una S—teoria, entonces (Fm,,T) es un modelo
matricial de §. Estas matrices se llaman matrices de Lindenbaum para S.

Definicién 4 Sea S = (L,Fs) un sistema deductivo. Una clase de matrices
M es una semantica matricial de S si para todo I' U {p} C Fmy, se tiene

ks o siysdlosi T Eum p.

Por ejemplo, la clase de todas las matrices de Lindenbaum para S y la
clase de todos los modelos matriciales de & son semanticas matriciales.

4 El Operador de Leibniz

Definicién 5 [[ Def. 1.4 ]] Sean A una L-dlgebra y F C A. Definimos la
relacion binaria sobre A:

QuF — {a,b) : ¢A(a,e) € F <= p?(b,¢) € F, para todo
AT W(pth---,Qn)G}—mc ytOdOEEAn )
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Larelacion Q2 F' se llama la relacion de Leibniz en A sobre F'. El operador
sobre las partes de A, que denotaremos 24, es llamado operador de Leibniz
sobre A. Si A es el dlgebra de férmulas Fmy , el operador de Leibniz se
denota simplemente 2.

De la definicién anterior se desprende inmediatamente que €24 F' es una
congruencia sobre A. Intuitivamente, nos dice que Q4 F identifica todos
aquellos elementos de A que el algebra A no puede distiguir relativamente
a un conjunto F'. Evidentemente esta definicion es inmanejable desde el
punto de vista préactico: dificilmente podremos calcular 25 F' en un caso
particular a partir de ella. Un par de teoremas nos ayudaran en esto.

Una congruencia @ de A se dice compatible con el subconjunto F' de A,
si para todo a,b € A, sia € F'y (a, b) € O entonces b € F .

Teorema 2 [[ Teo. 1.5 ]] Para toda dlgebra A y cualquier F' C A, QAF es
la mayor congruencia compatible con F.

Teorema 3 [[ Teo. 1.6 |] Sea A un dlgebra y F C A. Sea © una relacion
binaria sobre A que es elementalmente definible sobre la matriz (A, F) con
parametros y sin igualdad:

(i) Si © es reflexiva, entonces QaF C 6.

(i1) Siademds © es una congruencia compatible con F', entonces QaF = 6.

5 Los Reticulos de Teorias de S y de K

La esencia de la teoria de algebrizacion desarrollada por Blok y Pigozzi, esta
en el siguiente teorema. Daremos su demostraciéon porque ilustra como las
ecuaciones de definiciéon y las férmulas de equivalencia aparecen més o menos
naturalmente.

Teorema 4 [[ Teo. 3.7 ]| Sea S un sistema deductivo y K una cuasivariedad.

Entonces K es la semdntica algebraica equivalente de S si y solamente si
existe un isomorfismo entre ThS y ThK que conmuta con sustituciones.
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Idea de la demostracion.

Supongamos que K es la seméntica algebraica equivalente de S. Entonces

T —Cnc{o(p) melp) : ¢ €T}
preserva el orden y las uniones dirigidas. De ahi es facil demostrar que (2
es un isomorfismo de reticulos que conmuta con sustituciones.
Por otro lado, supongamos que A : ThS — ThK es un isomorfismo
que conmuta con sustituciones.
Consideramos la S—teoria T" = Cns{p} . Como T es compacta, su imagen
0 = h(t) también lo es y por lo tanto, es finitamente generada, (ver Lema
2). O sea,
0 = Cnic{ki(p, 1, i) = 1(p,re, ..., 1) @ < n}.
Sea ¢ una sustitucién tal que
o(p) = p
o(rj) =~ p, para j <k.
Usando el hecho de que h conmuta con sustituciones, se demuestra que
o(T) =Cns{o(p)} =T,
luego (con un abuso de notacién),
0 =hT)=h(e(T) = oh(T))
= O-(Cn/C{’%i(p7 Ty e 7Tk) . Ti(pv AT 7lrk) p1 < n}

= CnlC{liz(pap?”'ap)%Ti(p7p7”'7p> : Z<n}

Hagamos 6;(p) = ki(p,p,-..,p) y &i(p) = 7m(p,p,...,p), para i < n.
Entonces
I'Fs¢ ssi Cns{y} CCnsT
ssi h(Cns{¢}) C h(CnsT)
ssi Cng{d(p) =e(p)} CCnxc{d(y) =e(y) : yeT'}
ssi. {0(7) me(v) - v €T} xdlp) melp).

12
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Similarmente, 6 = Cni{p ~ ¢} es una K—teorfa compacta, luego h=*(6)
también lo es y por lo tanto, es generada por un conjunto finito de férmulas

{@j(paq,ﬁ,..-,rk)} tj<m.
HaCiendO A(p’ Q) = SO(p7 a,p, ... 7]7) , S€ Cumple

p=~q FFx 0(pAqg) ~ e(pAq),
completando la demostracion del teorema. O

El isomorfismo (2T del teorema puede encontrarse de la siguiente ma-
nera.

Lema 5 [[Lema3.8]] Sea S algebrizable y KC su semdntica algebraica equiva-
lente IC. Sea A el sistema de equivalencias para IC. Entonces para T € ThS,

T ={p=tp:pApeT}.

6 Criterios de Algebrizabilidad

Hay dos importantes caracterizaciones para los sistemas algebrizables.

6.1 Algebrizabilidad y el Operador de Leibniz

Lema 6 [[ Teo. 4.1]] Sea S algebrizable y KC su semdntica algebraica equiv-
alente KC. Entonces para cada T € ThS

QT ={{p,¥) : o~ p € T} = {(p, ) : pAY € T}.

Teorema 5 [[ Teo. 4.2 || Un sistema deductivo S es algebrizable si y sdlo si
el operador de Leibniz sobre Fm, cumple las condiciones:

(i) €2 es inyectivo y preserva el orden de ThS.
(i) Q preserva uniones de subconjuntos dirigidos en ThS.

Idea de la demostracidén.

Se define
K={Fm;/0 : 0 € QThS}

y se demuestra que €2 es un isomorfismo entre ThS y Th/KC. Aplicamos
entonces el teorema 4. O
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6.2 Algebrizabilidad y Términos

Teorema 6 [[ Teo. 4.7]] Un sistema deductivo S es algebrizable si y sdlo si
existen un sistema de formulas de equivalencia A y un sistema de ecuaciones

de definicion 0 =~ € que satisfacen las condiciones siguientes para @, 9,0 €
fmg.

(i) {p AV} s ¥ Ap,
(iii) {p Ap,p A0} bs ¢ AB,

(iv) Para todo conectivo n—ario o de L,

{@1A77/}17"'a90nA¢n} l_S 01(4,01,902,.--,(Pn)AOé(’QZ)l,@DQ,...,@Z)n),
(v) 0 s 5(0) Ac(0).

Idea de la demostracién.

Se define
O T ={pry:pAp T}

y se demuestra que {24 es inyectivo y preserva uniones dirigidas. Por tltimo
se demuestra que 2, = 2 y se aplica el teorema 5. a

Corolario 1 [[ Cor. 4.8 ]] Una condicion suficiente para que un sistema de-
ductivo § sea algebrizable es que exista un sistema A de formulas de equiva-

lencia que satisfaga las condiciones (i)-(iv) del teorema anterior y adicional-
mente las condiciones.

(vi) {o, 0 A} Fs 1, (conocida como regla de corte).

(vii) {p, v} Fs @ A, (conocida como regla G, por Gidel).

En este caso la ecuacion de definicion es p = p Ap.
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6.3 Algebrizabilidad y Matrices

Existe una conexion estrecha entra las semanticas algebraicas y las semanticas
matriciales de un sistema deductivo algebrizable.

El siguiente teorema es muy util, especialmente para verificar que un
sistema no es algebrizable. Dada una cuasivariedad K y una L-algebra A,
diremos que una congruencia © de A es una K—congruencia si el cuociente

A/O e K.

Teorema 7 [[ Cor. 5.1]] Sea S algebrizable y K una cuasivariedad. En-
tonces S es algebrizable con semantica algebraica equivalente IC si y solo si
para toda L—dlgebra A, el operador de Leibniz 2a es un isomorfismo entre
los reticulos de S—filtros y de KC—congruencias de A.

Lema 7 [[ Lema 5.2 || Sea S algebrizable y sea A un sistema de formulas
de equivalencia. Entonces para toda L—dlgebra A y todo S—filtro F C A

QaF = {{p,0) : A% € F}.

Una matriz (A, F) se dice reducida si QaF = I, la identidad sobre A.
La matriz cuociente (A/QaF, F/QaF) es una matriz reducida.

Teorema 8 [[ Cor. 5.3 || Sean S algebrizable, K la cuasivariedad que es
su semdntica algebraica equivalente y M* la clase de todas las S—matrices
reducidas. Entonces K es la clase de los reductos algebraicos de M, es decir,

K={A: (A F)e M" para algin S—filtro F'}.

Bibliografia

[1] Blok, W. J. and Pigozzi, D., Algebraizable Logics, Memoirs of the
AM.S., 77 Nr. 396 (1989).

[2] Blok, W. J. and Pigozzi, D., Algebraic Semantics for Universal Horn
Logic without Equality, in A. Romanowska, J. D. H. Smith (eds.) Univer-
sal Algebra and Quasigroup Theory, Heldermann, Berlin, (1992), 1-56.

[3] Blok, W. J. and Pigozzi, D., Protoalgebraic Logics, Studia Logica 45
(1986), 337-360.

15



[4]

[5]

[10]

[11]

[12]

[13]

Burris, S., and Sankappanavar, H. P., A Course in Universal Algebra,
Springer—Verlag, New York, 1981.

Czelakowski, J., Consequence Operations. Foundational Studies, Re-
ports of the Research Project: Theories, Models, Cognitive Schemata,
Institute of Philosophy and Sociology, Polish Academy of Sciences,
Warszawa, 1992.

Czelakowski, J. Equivalential logics I, II, Studia Logica 40 (1981), 227—
236 and 335-372.

Czelakowski, J. Reduced Products of Logical Matrices, Studia Logica 39
(198), 19-43.

Font, J. and Jansana, R., A General Algebraic Semantics for Deductive
Systems, Lecture Notes in Logic 7, Springer Verlag, (1996).

Herrmann, B., Fquivalential and Algebraizable Logics, Studia Logica 57
(1997), 419-436.

Herrmann, B., Characterizing Equivalential and Algebraizable Logics
and Definability by the Leibniz Operator, Studia Logica 58 (1997), 305—
323.

Rasiowa, R., An Algebraic Approach to Non—Classical Logics, North—
Holland Pub. Co., Amsterdam, 1974.

Rasiowa, R. and Sikorski, R., The Mathematics of Metamathematics,
Polska Akademia Nauk, Warsawa, 1963.

Tarski, A., Logic, Semantics, and Metamathematics, papers from 1923
to 1938, Hackett Pub. Co., Indianapolis, Indiana, 1983.

Tarski, A., Grundzige des Systemenkalkis. FErster Teil., Fundamenta
Mathematica, 25 (1935), 503-526.

16



