FUNCIONES CONTINUAS CON MAXIMOS LOCALES DENSOS

GODOFREDO IOMMI

ABSTRACT. En estas notas estudiaremos la clase de funciones continuas que
poseen maximos estrictos locales en un conjunto denso. Siguiendo el trabajo
de Posey y Vaughan construiremos un ejemplo explicito de una funcién que
pertenece a dicha clase. Finalmente, siguiendo a Dorbot y Morayne, probare-
mos que el conjunto de funciones con méaximos densos es residual. Proponemos
ademds algunos problemas.

1. INTRODUCCION

Las funciones continuas son, en general, bastante menos regulares de lo que
de lo que podria esperrase. Un ejemplo clasico de lo anterior son las funciones
continuas no diferenciables en ningin punto. Hasta antes de 1850 la idea de que
las funciones continuas eran diferenciables excepto, a lo més, en un numero finito
de puntos, estaba absolutamente extendida. Por ejemplo, en el texto de Célculo de
J.L. Raabe, Die Differential-und Integralrechning, publicado en 1839, la afirmacién
anterior aperece como Teorema. En 1861 Riemann propuso la siguiente funcién

flay =y 2
n=1

Esta funcién es continua en toda la recta real, sin embargo no es diferenciable
en ningin punto irracional (resultado que fue probado por Hardy en 1916). Sin
embargo, existen infinitos puntos racionales donde la funciéon es diferenciable. Tras
los trabajos de Bolzano, Hankel y varios otros, finalmente en 1872 Karl Weierstrass
probé que la funcion

fl@) = Z b" cos(a™rx),
n=0

donde a € N es impar, b € (0,1) y ab > 1+ 37/2 es continua en toda la recta
real y no es diferenciable en ningin punto. Es interesante recalcar que la mayoria
de los ejemplos de este tipo de funciones se construyen utilizando series de funciones.

La situacion es atin mas sorprendente. Los ejemplos anteriores no son la excepcién.
Es posible demostrar que, en un sentido preciso, la mayoria de las funcions contin-
uas no son diferenciables en ningtin punto.

Estas notas estan dedicadas a otra clase de funciones que ha recibido mucho menos
atencion. A saber, funciones continuas tales que el conjunto de méximos locales
estrictos (ver Definicién 1.1) es denso en el dominio. Para esta clase de funciones
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es posible obtener resultados andlogos a los de las funciones continuas no diferen-
ciables. En particular, es posible contruir ejemplos explicitos utilizando series de
funciones (ver Seccién 2) y es posible probar que la mayoria de las funciones con-
tinuas satisface esta propiedad (ver Seccién 3). Desarrollaremos estas ideas ademds
de propner algunos problemas. A continuacién definiremos de un modo preciso la
clase de funciones que vamos a considerar.

Definiciéon 1.1. Diremos que una funcién f : R — R posee un mdzimo local
estricto en x = c si existe € > 0 tal que para todo z € (¢ — €,¢ + €) se tiene que
f(e) > f(x) (andlogamente podemos definir ménimo local estricto).

Dada una funcién f : K C R — R definimos el conjunto de méximos locales
estrictos de f por

M(f):={z € R: 2z es un mdximo local estricto para f}.

Schoenflies [Sc| en 1900 demostré que el conjunto de puntos méximos locales es-
trictos de una funcién continua es a lo mds numerable.

Teorema 1.1 (Schoenflies 1900). Sea f : R — R una funcién continua, entonces
el conjunto M(f) es a lo mds numerable.

Proof. Consideremos el conjunto de intervalos abiertos con extremos racionales,
B:={(a,b) CR:a,beQ}.

El conjunto B es una base numerable de la topologia usual en R. Para cada maximo
local estricto € R de f sea (a;,b,) € B un intervalo tal que si x € (az,b;) y si
y € (ag,by) \ {x} entonces f(y) < f(z). El resultado se obtiene notando que la
correspondencia z — (az,b;) es uno a uno. O

No es dificil construir una funcién continua que posea maximos locales en un con-
junto numerable. En efecto,

1) .
cada uno de estos intervalos definiremos la funcién f de modo que sea decreciente

antl 1
2n(n+1’n

Ejemplo 1. Consideremos la particién de [0, 1] dada por {(

: 3 1 2n+1 .
) y creciente y lineal en (T—s—l’ 2n(n+1). Notemos

y lineal en el intervalo (

que & = 52y es el punto medio del intervalo (ﬁ,%) Sea f : [0,1] — R

definida para todo n € N por

2(n+ 1)z — 22t sige |Gt 1);

2n(n+1)’ n
— o 2n+1 : 1 2n+1 .
f(z): 2n + 24 sz € | g et ) 5
0 six=0.

La funcién f es continua y en cada punto de la forma x = 1/n, con n € N, posee
un maximo local estricto. Es decir

{1/n:n e N} C M(f).

Asi, la funcién f posee maximos locales estrictos en un conjunto numerable.

Recordemos que un conjunto D C R es denso en R, si para todo ntimero z € R
existe una sucesion (d,)nen tal que para todo n € N se tiene que d,, € D y
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lim, o d, = z. En virtud del ejemplo anterior cabe la siguiente pregunta:

Exzxiste una funcion continua, f : R — R, tal que el conjunto de mdximos locales
estrictos sea un conjunto denso en R?

La respuesta a esta pregunta es afirmativa. La existencia de dichas funciones fue
establecida por Zalcwasser [Z] en 1927 y redescuebierta por Posey [P] en 1964. En
estos dos trabajos se prueba la existencia de un modo no constructivo.

2. UNA FUNCION CON MAXIMOS LOCALES EN LOS NUMEROS RACIONALES

En esta seccién presentamos la construccién de un ejemplo de una funcién con-
tinua, f : R — R, que posse un maximo local estricto en cada numero racional.
Recordemos que el conjunto de los niimeros racionales es denso en el conjunto de
los nidmeros reales. Este ejemplo es debido a Posey y Vaughan [PV] y fue obtenido
en 1983. La construccion es similar a las construcciones clésicas de funciones con-
tinuas no diferenciables.

Sea Q := (gn)nen €l conjuntos de los nimeros racionales y g : R — R la funcién
definida por

g(x) :=1—min{1,|z|}.
Notemos la funcién g es continua, tiene un méximo en z = 0 y es igual a cero para
todo x € R\ (—1,1). En el intervalo donde g no es nula, su gréfico es un tridngulo
isoceles. Consideremos ahora la funcién f : R — R definida por

f(@) = ign(ﬂc),
donde -
) = dng (125

Los nimero reales positivos A,, v w, es especificardn méas adelante. Notemos que
si |z — r,| > w, entonces g,(x) = 0. Ademds, la funcién g, posee un méximo en
x = ¢p. Denotaremos por I, := [g, — Wy, ¢, + wy,] el intervalo donde la funcién g,
es positiva y lo llamaremos intervalo asociado a ¢,. Denotaremos por

@)= gi(a),
j=1

a la n—ésima suma parcial en la definicién de la funcién f. Asumiremos las sigu-
ientes condiciones:

(1) La constante A, es tal que 0 < A, < 27™.
(2) Los extremos del intervalo I,, no son nimeros racionales.
(3) Sij < n entonces o bien
(a) tenemos que ¢, ¢ I; y la constante w,, se escoge de modo que I,,NI; =
(), o bien
(b) tenemos que g, € I; y la constante w, se escoge de modo que I,
esté estrictamente contenido en la mitad del intervalo de I; al que
¢n pertence. Por ejemplo, si ¢; — w; < g, < g; entonces ¢; — w; <
qn — Wn < @n + Wy <qj'
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Inductivamente escogemos las constantes A, y w, de modo que se satisfagan las
condiciones (1),(2) y (3). En la segunda parte de la construccién algunas de es-
tas constantes seran modificadas, pero seguiran satisfaciendo las condiciones aqui
establecidas.

Lema 2.1. La funcion f: R — R definida por f(z) =>." | gn(z) es continua.

Proof. En efecto, notemos que la serie de funciones > 7 | g,(x) es normalmente
convergente (y en particular uniformemente convergente)

f@) =Y gul@) < 327" < o,
n=1 n=1

Por lo tanto la funcién f es continua. Este resultado s6lo depende de las constantes
{A, }nen v no de la eleccién de w,,. O

En lo que sigue constriuremos por induccién la sucesién de funciones f,,. Recorde-
mos que f, es la suma de funciones g; que cuando no nulas poseen un grafico
triangular. Sean A; y w; constantes satisfaciendo (1),(2) y (3) y por lo tanto
definiendo f;. Construiremos la funcién f,, de modo tal que

i) posee un méximo local estricto en ¢, ya que es linal y creciente en (g, —
Wy, ¢rn) y lineal y decreciente en (gy, gn + wy);
ii) si I, C I; entonces j <ny fn(gn) < fi(g;).
Supongamos que la funcién f,_; se ha definido satisfaciendo las condiciones ) y

it). Si I, N1I; = 0 para todo j € {1,2,...,n} entonces mantenemos la eleccién
de A, y w, obtenida en la primera parte de la construcciéon. Caso contrario, sea
h € {1,2,...,n — 1} el mayor entero tal que r,, € I},. En virtud de la condicién

(3b) tenemos que I, C (rp — wp,r) 0 I, C (rp,rn + wp). Por otra parte, como
fu(rn —wy) < fr(ry) la constante A,, puede escogerse de modo tal que f,(r,) <
fr(rn). Ahora, si r, € I; para j < h entonces I, C I; y luego por ii) tenemos que
fn(rn) < fj(r;), de donde fy,(ry,) < f;(r;) y por lo tanto se satisface 7). Una vez
fijado A,, podemos escoger w,, de modo que ) sa satisfaga. Para ello basta notar
que como las pendientes maximas y minimas de g; son £A;/w;, si

w w;
n J=1 J

entonces se satisface 7). De este modo conluye la induccién.

Lema 2.2. La funcidn f : R — R definida por f(z) = > o2, gn(x) posee un
mdximo local estricto en cada punto racional.

Proof. Sea x € I, \ {qn}, probaremos que f(z) < f(g,). Si para todo j € N tal que
J > n se tiene que x ¢ I; entonces por i) tenemos que

(@) = fu(x) < fulgn) < f(gn)-

Sea h € {n+1,n+2,...} el menor indice mayor que n tal que = € Ij,. Si existe
k > h tal que z € I} entonces por i) y i) tenemos que

f(@) = fi(z) < felar) < falan) < f(gn)-

Si no existe tal k € N entonces

f@) = lim fi, (@)
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donde = € Ij,, con i € Ny k; > h. Por lo tanto

fr, (@) < fre—ilar,) < fulan) < fulgn),
y por lo tanto

f(l‘) < fh(Qh) < fn(Qn) < f(Qn)

De donde se obtiene el resultado. O

Conlcuimos esta secciéon con dos problemas.

Problema 1. Construya, sin utilizar series de funciones, una funcién que posea
maximos locales estrictos en todos los nimeros racionales. Es posible que para
resolver este problema sea 1til recordar el trabajo de Lui Wen [W] quien en 2000
contruyd, sin utilizar series de funciones, una funcién continua que no es diferen-
ciable en ningtin punto.

Problema 2. Sea A C [0, 1] un sub-conjunto numerable. Determine si existe una
funcién diferenciable f : [0,1] — R tal que M(f) = A.

3. LA MAYORIA DE LAS FUNCIONES POSEE MAXIMOS LOCALES DENSOS.

Denotaremos por C[0,1] el conjunto de funciones continuas f : [0,1] — R.
Dotado con la siguiente métrica

d(f,9) = sup{|f () = g(=)[ : = € [0,1]},
el espacio de las funciones continuas definidas en el intervalo [0, 1] es un espacio
métrico completo. Sea

D:={feC[0,1]: M(f) es un conjunto denso en [0,1]}.

Esta seccién esta dedicada a probar que el conjunto D es, en un sentido preciso,
grande. Para determinar el tamano de un sub-conjunto del espacio de las funciones
continuas utilizaremos las siguientes nociones clasicas de la teoria de Baire. Un
sub-conjunto A C C[0,1] es nunca denso si el interior de su clausura es vacio,
es decir, si todo conjunto abierto O C C]0, 1] contiene un sub-conjunto abierto
O’ C O tal que O’ C C[0,1] \ A. Dicho de otro modo, el conjunto A no es denso
en ningun sub-conjunto abierto de C[0, 1]. Diremos que un conjunto es de primera
categoria si puede escribirse como la unién numerable de conjuntos nunca densos.
Un sub-conjunto de C[0, 1] es residual si su complemento es un conjunto de primera
categorfa. Si A C C]0,1] es un conjunto residual entonces existe un conjunto O
abierto y denso en C]0,1] tal que O C A. Desde la perspectiva de la topologia los
conjuntos residuales son grandes '. De otro modo, si A C C[0,1] es un conjunto
residual, una funcién continua tipica pertence a A.

Vladimir Drobot y Michael Morayne [DM] probaron en 1985 que la mayoria de
las funciones continuas en el intervalo unitario poseen un conjunto de maximos
locales denso en [0, 1].

Teorema 3.1 (Dorbot y Morayne). El conjunto D es un subconjunto residual de

clo,1].

IExisten distintos puntos de vista para determinar si un conjunto es grande. Por ejemplo, en
vez de considerar la prespectiva topolégica podemos utilizar nociones de teoria de la medida. Es
posible que desde un punto de vista un conjunto sea grande mientra que de otro no lo sea (ver el
texto de Oxtoby [O] donde se tratan numerosos ejemplos de este tipo de situaciones.)
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Proof. En primer lugar fijaremos notacién. La letra I denotard siempre un sub-
intervalo cerrado de [0, 1], denotaremos por intI el interior de I y por |I| el largo
del intervalo. Dado I C [0,1] definimos el siguiente conjunto

A(I) :={f € C[0,1] : existe x € int] tal que f(x) > f(y) para todoy € I\ {z}}.

Este es el conjunto de funciones continuas que restringidas al intervalo I poseen un
Unico méaximo y éste pertence al interior del intervalo.

Lema 3.1. Si I C [0,1] es un intervalo cerrado, entonces el conjunto A(I) es denso
en C[0,1].

Proof. Sean f € C[0,1] y € > 0. Denotemos por z := sup{f(y) : y € I}. Sea J C I
un intervalo abierto no vacio tal que para todo x € J se tiene que f(x) > z —e.
Definamos ahora una nueva funcién g € C[0,1] del siguiente modo: en el punto
medio de J la funcién g toma el valor z + ¢; en los dos extremos de J la funcién
g coincide con la funcién f; en J el grafico de g consta de dos lineas rectas que
unen los tres puntos descritos anteriormente; en I \ J la funcién g coincide con f.
Notemos que
a(f,9) = sup{lf(z) - g(@)] : 3 € T} = 2e.

Por otra parte la funcién g es tal que posee un Unico maximo y este corresponde
al punto medio del intervalo J C I. Por lo tanto g € A(I). Asi, dada cualquier
funcién continua f existe una funcién g € A(I) a distancia menor que 2¢ de la
funcién f. Como € es un nimero arbitarrio tenemos que el conjunto A(I) es denso
en C[0,1]. O

Lema 3.2. Si I C [0,1] es un intervalo cerrado, entonces el conjunto A(I) es la
interseccion numerable de conjuntos abiertos.

Proof. Para cada intervalo J C intI consideremos el siguiente conjunto
B(I,J):={f € Cl0,1] : sup{f(z) : x € J} >sup{f(x):x €I\intJ}}.

Notemos que el conjunto B(I,J) es abierto. En efecto, si f € B(I,J) entonces la
bola abierta de centro f y radio

é(sup{f(x) cx € J}—sup{f(z):xz€T\intJ})

estd contenida en B(I,J). Probaremos ahora que para cada intervalo cerrado I C
[0,1] tenemos que

~ 1
(1) A(l) = m {UB(I, J) : J intervalo cerrado ,J C intl, |J| < }

i

i=1
Sea f € N, {UB(I, J) : J intervalo cerrado ,J C intl, |J| < %} Es decir, para
cada i € N existe un intervalo cerrado J; C intI tal que f € B(I,J;) v |Ji| < 1/i.
El conjunto N2, J; contiene todos los puntos donde f alcanza su méximo en el
intervalo I. En efecto, si f € B(I, J;) entonces el méximo de f se alcanza en J; y
no en I\ J;. Como

lim || =0,

tenemos que N2, .J; = {z}, es decir, consiste de un solo punto. Como para todo
i € N tenemos que J; € intl podemos concluir que =z € int/ y que f alcanza su
méximo en el punto z y que si y € I\ {x} entocnes f(z) > f(y). Luego f € A(I).
La inclusién opuesta es clara ya que si f € A(I) basta considerar una sucesién de
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intervalos {J;}32, tales que el tnico méximo de f, que denotaremos por z, es tal
que {z} =N, J;. Por lo tanto la igualdad en la ecuacién (1) es valida. O

En virtud de los Lemas 3.1 y 3.2 tenemos que el conjuto A(I) es denso y es la
interseccién numerable de conjuntos abiertos, es decir es un conjunto residual. El
siguiente conjunto es, por lo tanto, residual

X = m {A(I): I C[0,1], los extremos de I son ntmeros racionales}
Como X C D tenemos que el conjunto D es residual. O

Dada una funcién f € C[0,1] definimos
m(f) :={z € R: z es un minimo local estricto para f}.

Un argumento similar al de Schoenflies (Teorema 1.1) nos permite probar que este
conjunto es a lo mas numerable. Consideremos ahora el conjunto

E:={f € C[0,1] : m(f) es un conjunto denso en [0,1]}.

La demostracién que acabamos de presentar permite probar que el conjunto E es
residual y por lo tanto el conjunto D N E también los es. Concluimos esta nota con
otro problema,

Problema 3. Escoja dos sub-conjuntos A, H C [0,1] de modo que ambos sean
densos en [0,1] y tales que ANH = (. Construya una funcién f : [0,1] — [0, 1] tal
que M(f) = Ay m(f) ="H.
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