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1. Motivacién.
Recordemos el siguiente teorema béasico:

Teorema 1. (TLC para martingalas) Sea (M7, F;) una martingala estacionaria y ergddica
con distribucién inicial p y tomando valores en un espacio de estado X. Supongamos que
E,,(M3}) = 02 < co. Luego

\/EMt/ €

converge débilmente en D([0,00); X) a la distribucién de un movimiento Browniano con
varianza o2.

Queremos ver como se aplica este teorema a variables aleatoreas aditivas para de-
mostrar el teorema del limite central funcional. En estas notas nos concentraremos en
el problema de demostrar el teorema del limite central y luego indicaremos como se de-
muestra la tension. Consideramos un proceso estocdstico X; definido por un generador
infinitesimal L. Sea g(x) alguna funcién definida en el espacio de estado X del proceso y
tal que

9(z) = Lf(z) (1.1)
donde f(z) € D(L). Entonces,

M, = f(z2) — (o) / Lf(zy)ds

es una martingala. Si la distribucién inicial es ergddica y la esperanza de la variacion
cuadratica de M; es finita, entonces
t
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converge en distribucién a una variable normal.
Consideremos dos casos en los que la solucién de la ecuacién 1.1 existe.

Caso 1. L es un operador autoadjunto en L2(X, ) respecto a una medida ergédica p y
con gap espectral A\g > 0. Para que la ecuacién 1.1 tenga solucién necesitamos al menos

que
/gd,u =0

Ahora, por la ergocidad de p sabemos que 0 es un autovalor simple de L. Luego, del hecho
de que A\g > 0, tenemos si g € L?(X, ) que

(/ Lay) s

donde E) es la resolucién de la identidad de L.

Caso 2. El espacio de estado X es finito. Nuevamente necesitamos como minimo que

>~ g@)u() = [ gdu=o.

z€X

Es decir g es ortogonal a p. Pero si L* es la matriz adjunta de L respecto a la medida
uniforme, claramente
L*u=0

Pero como X = Null L*® Rang L, es claro que g € Rang L.

En lo que sigue estaremos basicamente interesados en comprender que pasa en el caso
en que L es autoadjunto pero no tiene gap espectral.

2. Condiciones necesarias y suficientes para TLC para variables aditivas.

Ahora precisaremos mas el contexto de la discusién anterior. Consideremos un espacio
polaco X. Sea C(X) el espacio de funciones continuas y acotadas en X con la norma del

supremo || - ||oo- Consideraremos procesos estocésticos que viven en el espacio de Skorohod
D([0, 00); X).

Definicién. Sea L un operador lineal en C(X) con dominio D(X). Decimos que L es un
generador infinitesimal de Markov si,
i) 1€ D(L)y L1 =0.
ii) D(L) es denso en C(X).
iii) YA > 0 tenemos que el operador (I — AL) es invertible y el operador inverso tiene la
cota ||(I — AL)7Y| < 1.



Definicién. Una familia de operadores (St)¢>o lineales en C'(X) con D(S;) = C(X) VE > 0
se llama un semigrupo de Markov si
ii) So =1
i) im S,f = f Vf e C(X)
z—0
StSs == St+S Vt,S >0
1St fllee < Iflle Vf € C(X).

v
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Por el teorema de Hille-Yosida sabemos que a cada semigrupo de Markov corresponde
un tnico generador infinitesimal de Markov y viceversa. Ademés se puede demostrar que
a cada semigrupo de Markov corresponde un tnico proceso de Markov {F,,n € X}y
viceversa.

Para el andlisis que sigue, nos interesa situarnos en el espacio H = Ly(X, u1), donde p
es una medida de probabilidad ergddica asociada a un generador infinitesimal L [3]. Por
continuidad, el semigrupo S; asociado a L se extiende a H. Su generador es la clausura
L, de L en H. Supondremos que L, es autoadjunto en H.

Definimos la siguiente relacion de equivalencia en H:

f=gssiL,f=Lg

De la ergocidad de u, notemos que f = g ssi f — g = const. Llamamos Hj al espacio de
clases de equivalencia de H, con el mismo producto interno. Podemos hacer la siguiente
identificacion

Ho={feH:(f,1)=0}

Ahora consideremos al operador S = y/—L, con dominio D(S). Definimos H; como la
complecién de D(S) N Hy respecto al producto interno (f, g)1 = (Sf, Sg). Que esto es un
producto interno en Hj se sigue de la autoadjunticidad de L,. Notemos que no es cierto
que H; C Hy. En efecto, se puede encontrar contraejemplos en casos en que L, no tiene
gap espectral. A continuacién introducimos la siguiente norma dual en Hy:

191121 = sup {(o, %) = (Sp, S¥)}

peH,

Para ver que esto es una norma supongamos que ||¢||_; = 0. Luego

(¥, 0) < Allelli Ve € Hy.

Tomando el limite A — 0 y usando el hecho que H; es denso en H concluimos que ¥ = 0.
A continuacion definimos el subespacio H_; como la complecion respecto a la norma
|- ||=1 del conjunto

{¥ € Ho : [[¢ll-1 < oo}

Teorema 2. Las siguientes condiciones son equivalentes para ¢ € Hj.
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i) ye H

(ii) (v, )| < cllelli Yo € D(S) y para alguna constante ¢ > 0.

(iii) ¢ € RangS
)

al(y) = hm = f@b (X,)ds)]?) <

—e N

(iv
v) T B ((X,)$(Xo))ds < oo,

Aqui S; es el semigrupo de Markov definido por L , X denota el proceso de Markov
asociado a S; y E,, es la esperanza respecto a este proceso con distribucion inicial .

Prueba (i)=(ii). Como ¢ € H_; tenemos

)2, = = sup {(¢,%) — (Sp, Sp)} < 0.

En particular si elegimos ¢ = Af con A > 0y f € Hy, tenemos,

1112,
A

(f,9) < + AL

Luego, para A = ”rij”;l, obtenemos (ii).

(ii)=(i). Notemos que

sup { (v, ¢) — (S¢, Sp)} < sup {cllgll — llelli} < ¢
pEH; pEH:

(ii)=(iii). Para 8 > 0 sea
hg = (B — Lu)_l/zw
Luego si ¢ € D(S).

(0, 1) |2 = |(, (B — L)~ Y29) > = |((8 — L) "%, %) ?
<c((B—Ly)~ Y28, (8- L,)""*Sp)
< cllells — cBe, (B— L) *p)
< clell3

Como D(S) es denso en Hy, tenemos que
1hsllg < c*

y luego existe una subsucesion 3, de 3, tal que hg, converge débilmente en Hy a algin
limite h € Hy. Ahora como (8 — L,)'/?hg = v, tenemos para ¢ € D(S) que,

(hﬂn’ (Bn — Lu)l/z(p) = (¥, )
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Pero (hg,, (Bn — L) %p) = (hg,, S¢) + (ha,, (Bn— L) %p — S¢p). Por la desigualdad de
Cauchy-Schwartz el segundo término converge a 0. Luego

(h,Sp) = (¥,9) Ve €D(S)
Esto implica que h € D(S*) = D(S), y que Sh =1 = h € RangS.
(iii)=-(ii). Como ¥ € RangS, existe h € D(S) C Hy tal que Sh =1 y ||hl|o < ¢. Luego
(1, @) = [(Sh, )| = |(h, S@)| < l|Bllolllls < cllells

(iii)=(iv) y (v). Sea ¥ € RangS. Luego existe h € D(S) tal que

= Sh
Notemos que si ¢ € Rang(L,,).
t t ot
tim ([ X)) = Jim 5 [ [ B0 (X)) dsdu
0 00

E,(Y(Xs—u)¥(Xo))dsdu

. O —.

i
/t/Eu (¥(Xu)9(Xo))dsdu
_» / Ey((X,)$(Xo))ds

= 2(()(—Lu)_11/),¢)

Por un argumento de densidad concluimos que si ¥ € RangS entonces

t—oo t

hmlEa/wxam%=MWE<m

Notemos que (v) es una consecuencia de la peniltima desigualdad.

(iv)=-(v) y (iii). Ver el célculo anterior.

Nota 1. Notemos que las siguientes inclusiones son FALSAS: H , C H,,Hy C H,,H, C
H() y H—l g H(). Es decir,



(a) H_1 g Hl

(b) Ho Z Hy

(C) Hl Z HO

(d) H-1 Z Hy

Para ver esto, tomamos el caso en que Hy son las funciones de Ly (R, dz) modulo constantes
y dz es la medida de Lebesgue. Tomemos S = d/dz. A continuacién definimos distintas
funciones que prueban (a), (b), (c):

(a) f(z) = e

(b) f(z) = Vwe™

(c) Basta tomar la funci6én definida por f(z) =1—e ®siz >0y f(z) =€ —1siz < 0.
(d) Basta tomar la funcion definida por f(z) =e */\/zsiz#0y f(0) =0.

3. Teorema de Kipnis-Varadhan [1].

Teorema 3. (Kipnis-Varadhan 1986) Sea L, un generador infinitesimal de Markov en
H = Ls(z,p), autoadjunto y tal que p es una medida ergdédica respecto al semigrupo
correspondiente. Sean H_; y H; los espacios asociados. Sea g € H_1 y sea uy,A > 0 la
solucion de la ecuacién (A — L,)uy = g. Entonces,

i) lim A|up]|2 = 0.

A—=0
ii) Existe up € Hy tal que )l\irr%) ||lux — uol|1 = 0.
%

iii) sup [Jur]j1 < oco.
A>0

Prueba Notemos que

Mluallg + lluallf = (g, un) (5.1)
Aur, uy) — (Lyur, uy) = (g, wy) (5.2)
De 5.1 se sigue que
Alualls < llgll? (6.1)
luall} < llgll-1 (6.2)

Ahora, de 6.2 vemos que existe una subsucesién uy, de uy y un elemento ug € H; tal que
uy, converge debilmente a ug en Hj,

H
ux JU()

n

Luego, de 5.2 tenemos

limsup Ay, (un, , uy) + (2o, up)1 = (g, uy)
An—0

Pero de la cota 6.1 vemos que el limite en esta ecuaciéon es 0. Luego

ol = tim (g, u5,)

n
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Ademas, tomando el limite A\,, — 0 en 5.1 vemos que

Jim A, I+ lim flux, 17 = [luolly (6.3)
De la semicontinuidad de ||uy||1 sigue que
lim Ap|lua,ll§ =0 (6.4)
An—0

Notemos que esto implica que lim ||uy, |1 = |[uo]l1- Luego uy, converge fuertemente en
n—00

H; a uy. Para demostrar la unicidad de ug, notemos que Auy — vu, — L, (uy —u,) = 0.

Multiplicando esta ecuacion por uy — u, y usando 6.4, concluimos que u) es una sucesion
de Cauchy a H;.

Ahora, como corolario del teorema de Kipnis-Varadhan tenemos el siguiente teorema

1.

Teorema 4. Sea X, el proceso estocastico asociado a un generador infinitesimal de Markov
L, en H = Ly(x, ) autoadjunto y ergddico respecto a p. Si g € H_; entonces

i

converge en distribucién a N (0,02) donde o2 = |Jug|3.

Sl=

Prueba Consideremos las soluciones uy € L%(x, ) de las ecuaciones

(A—=Ly)ux = g.
Luego,
t t t
1/(X)d 1//\ (X,)d 1/L (X,)d
- g\As)as = — Ux(As)as — — pUx(Ag)as
t t t
\/_0 \/_0 \/_o
Pero

t
M} = uy(Xt) — ur(Xo) — /LuuA
0

son martingalas. Se sigue que

O/tg(Xs)dS = %

X,)ds — \%(U/\(Xt) — ux(Xo))

Sl
5
_|_
S
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Notemos que

(M — MY)? / L(un(X,) — uy (X,))ds

+2 [ (un(X) = 1 (X)) Lo (Xe) = s (X,)ds

es una martingala. De aqui se sigue que
B, (M} = MY)? = 2t||lux — w, ||}
Luego M* son martingalas que convergen a una martingala M° y tal que
B, (M} = My)? = 2t/lux — uolf}
Eligiendo A\ = 1/t, de la segunda parte del teorema 3, se sigue que
lim 2 F (MY — M2 =0
i 1 t
Esto significa que en

t 0, ! on L [t 1
0/ (X = Z=MP (0 =MD+ [ (R = s (3X0) = s (X0)

basta demostrar que los dos ultimos términos convergen a 0 en probabilidad. Pero

§\~

t t
)\2
/ uy (X,)ds]?) < TEM(t / u3 (X,)ds)
0 0

A—=0
= Ntull = Allually =0

Bl (i (X0) = r (X0))?) <

Nota 2. Se puede demostrar que la convergencia en el teorema 4 es en realidad un
principio de invarianza. Esto es también un corolario del teorema de Kipnis-Varadhan el
cual implica la tension.

4. Aplicacién al modelo de exclusién simple simétrico.
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a) Exclusi6n simple [2].
El proceso de exclusion simple es un proceso estocastico con espacio de estado
X = (0,1)2

y un generador infinitesimal definido para funciones locales f:

Lf(n)= > plz,y)n(=) (1 —n)(f0™) - f()

z,ycZt

donde n € X, n(z) € {0,1} es la coordenanda x de 7, n™Y representa la configuracién en
la que la particula en x ha saltado al sitio vy, i.e.,

n(z) siz#az,y
n™(z) =4 n(z) siz=y
n(y) siz=zx

y p(z,y) son las probabilidades de transicién de una cadena de Markov en Z*:

p(z,y) >

0
> p(z,y) =1

g9

Si suponemos que
sup Y p(z,y) < oo
Y T

entonces la clausura de L en C(X) (al espacio de las funciones continuas en X) define un
semigrupo de Feller S;. En lo que sigue supondremos tanto que

p(z,y) = p(0,y — z)
como que las medidas de Bernoulli p1, en X son ergodicas para L:
pp(n:n(z)=1)=p 0<p<1L
(b) Exclusién simple con particula marcada.
Ahora supongamos que en el proceso de exclusién simple marcamos una particulas con

la intencién de seguirle la pista a su trayectoria. Mas formalmente esto se puede describir
como un proceso cuyo espacio de estado es

X = {(2,n) € Z¢ x {0,1}%";9(z) = 1}

9



y con generador definido para funciones locales f por:

LiGzm =Y.  pl@yn@)d—n@)(f(z01%) - f(zn)

z,yCZ4/{z}

+ Y pEy)A—n@)(fy,7Y) - f(z,m)

y€Z/{0}

Ahora si definimos el origen como la posicion de la particula marcada, tenemos un
proceso cuyo espacio de estado es

X = 7% x {0,1}2"/10%}
y con generador

Lf(zm)= > pl@yn@) 1 —n)(f(zn") - f(zn)

z,yCZ?/{0}

+ > PO,y (L= n)(f(z+y,mym) — f(z,m)

yez4/{0}

(9.1)

donde
(@) =n>Y(y + z)

Notemos que 7 es un proceso de Markov por si solo en {0, 1}Zd/ 0. Llamaremos a su
generador L.,,. Bajo la hipétesis que las medidas producto Bernoulli son ergddicas para
el proceso de exclusion correspondiente, se puede demostrar que también lo son para el
proceso ambiental L,,,.

Ahora supongamos que el proceso de exclusiéon con particula marcada, definido por
9.1, tiene por distribucién inicial la medida

(50 X Wp
donde &y tiene como soporte en Z¢, el origen. Notemos que
g

t

M= %= 3 [ 0001 = n.w)yds (9.2)

t

Ne= M2 = 3 [ 50,01 - n.)ds

son martingalas, siempre que

> p(0,9)y* < oo

y€Zd
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Luego

y se sigue que

Esto implica que tlim % = 0 en probabilidad. Por lo tanto, de 9.1 y el teorema ergdédico
—> 00

concluimos la ley débil de los nimeros grandes
X
lim =% =0 en probabilidad

Es natural preguntarse si la posicion X; de la particula marcada también satisface un
teorema del limite central. En efecto, como corolario del teorema 4, Kipnis-Varadhan
demostraron en [1] que,

Teorema 5. Sea X; la posicion de una particula marcada en un proceso de exclusion simple
con distribucién inicial dp % p,, y con probabilidades de transicién p(z,y) = p(0,y — z) =
p(y, x) satisfaciendo

C= ) p(0,y)y’ < oo

A
Entonces
Jim BN .0
donde 02 > 0.

Prueba La primera observacién es que de la simetria p(z,y) = p(y, ), se sigue que el
generador infinitesimal L.y, es autoadjunto respecto a las medidas producto Bernoulli p,,.
Luego, del hecho que

= M, + Z/ (0,9)(1 = ns(y))ds

se sigue que basta demostrar que la funcion

g(n) =" y(pO,y)1—n(y))

y€eZd
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pertenece a H_; (respecto a Lepny), v luego aplicar el teorema de Kipnis-Varadhan. Pero
en efecto, si £ € Z% y llamamos - al producto punto usual entre dos vectores de Z¢,

/ (n) - £ (n)du, = Z/y (0, 3)(1 = n(y)) f (1)

y€eZd

53 [0 0.9 = 1(0)) = (0 = (=0T )

yeZd

=25 [ 0.0 = ) — (0 () S )i

yEZd

=5 2w t0(0.9) [ (L= )~ Frm)ds,
1/2 1/2

S (- 0)(0,) 3 / (0, 9)(1 — 0()) (f(n) — F(rym)2d,

y€eZd y€Zd /0

l2C
| |2 up (fLen'uf)

<

(NN

Nota 3. Con la excepcion del caso en que d = 1, y las tasas p(z, y) corresponden a saltos
s6lo a los primeros vecinos, se puede demostrar que o > 0 [1]. El caso mencionado es
especial, y alli fue demostrado usando una técnica de acoplamiento por Arratia [5] que
X, /t'/* converge casi seguramente a 0, y que X;/+/t converge a una distribucién normal
de varianza positiva.

5. Extensiones del teorema de Kipnis-Varadhan.

Teorema 6. (Varadhan 1995 [4]) Sea L, un generador infinitesimal de Markov en H =
Ly(z, ), y tal que p es una medida ergddica respecto al semigrupo correspondiente. Sean
H_, y H, los espacios asociados al operador autoadjunto (L, + L%)/2. Sea g € H_; y
sea ux, A > 0 la solucién de la ecuacién (A — L,)uy = 0. Supongamos que L, satisface la
desiguladad

(¢, L) < Cllglll[¢lly  Vo,9 € D(Ly) (10.0)

para alguna constante C'. Entonces,
i) lim Aljuy]|2 =0
A—=0

ii) Existe ug € Hy tal que lim [luy —uoll1 = 0.

Prueba. Notemos que
Mlualls + lluallt = (g, un) (10.1)

Aux, uy) — (Lyur, uy) = (9, uy) (10.2)
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De 10.1 se sigue que
Mluall < 19112 (10.3)

Alually < llgll— (10.4)

De 10.4 vemos que existe ug € H; y una subsucesién A, — 0 tal que uy, converge
débilmente a up en H;. Ahora, de la hipétesis 10.0 se sigue que L, puede extenderse como
un operador acotado de Hy, a H_; tal que,

[Luptpll-x < CllYll V¢ € Hy

Luego,
[Aurll—1 < llgll-1 + | Lpuall-y
<1+ O)lgll-

De aqui se sigue que existe una subsucesién \,, — 0 tal que A uy,, converge debilmente
en H_; a algun elemnto w € H_,. Ahora sea f € Hy N Hy. Luego

|Amtin,, s Pl < [[Amtir, ol fllo = 0

Es decir
(w,f)=0  VfeH NH

Como H; N Hy es denso en Hy, se sigue que w = 0. Luego

H 4
)\mu Am —0
Es facil ver que es posible construir dos sucesiones

(DWW
wx

n

que son combinaciones lineales convexas de A uy, y de uy,, respectivamente tales que

H_,
U)\n—)o

H,
Wy, —UQ

ambas convergencias en el sentido fuerte. Es facil ver de la continuidad de L, : Hy — H_;
que
L,u,uO =g en H_l.

Luego
(L;,Lan UO) = (gv UO)

= lim A 2 =0.
lim Al 3
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Nota 4. El teorema 5 fue aplicado por Varadhan en [4] para demostrar el teorema del
limite central para una particula marcada en el proceso de exclusion simple donde la
hipotesis de simetria de las tasas en el teorema 4 es reemplazada por la hipotesis de media
cero,

> plz,y)y =0

yeZd

Alli él demuestra que la parte asimétrica del generador satisface la desigualdad 10.0. Para
la tensién en el principio de invarianza debe recurrir a propiedades particulares del proceso.

Nota 5. Como un resultado preliminar Sethuraman, Varadhan y Yau [6] han logrado
demostrar el teorema del limite central para una particula marcada en el proceso de ex-
clusién simple en d > 3 y sin ninguna hipétesis de media cero sobre las tasas. En este
caso la parte asimétrica del generador no se puede extender como un operador acotado de
H, a H_4. Sin embargo, es posible hacer una descomposicién ortogonal del espacio Hy en
subespacios H,, de modo que: (i) H, son invariantes bajo la accién de la parte simétrica
del generador; (ii) la parte asimétrica del generador se puede extender como un operador
acotado de H,, a H_;. Luego, via técnicas perturbativas demuestran que la solucién uy
de la ecuacién de la resolvente del generador tiene la propiedad

sup |[Aua||—1 < 00
A>0

Observando la demostracion del teorema 6 se puede ver que esta propiedad es suficiente
para el teorema del limite central.
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